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Vorrede zur zweiten Auflage. 


Obschon das vorliegende Lehrbuch seit einer Reihe 
von Jahren in mehreren Schulen eingefuhrt ist, so 
sind mir doch nur sehr wenige Bemerkungen gegen 
die Auswahl und Anordnung des Materiales zuge- 
kommen, und ich hatte daher keinen Gnind, in die- 
ser Beziehung wesentliche Aenderungen vorzunehmen. 
Dagegen habe ich auf Wunsch mehrerer erfahrener 
Schulmänner die Deductionen des ersten Capitels 
strenger gefasst' und durch eine gi-össere Anzahl von 
Figuren anschaulicher zu machen gesucht. Ferner 
wurde in § 10 Steiner’s Beweis für den Euler’ sehen 
Satz von den Polyedern durch den von August ge- 
gebenen Beweis ersetzt, welcher an Einfachheit und 
Anschaulichkeit jedem anderen überlegen sein dürfte. 
Auch das Frismatoid und dessen Inhaltsbestimmung 
sind aufgenommen worden. Eine bedeutende Um- 
arbeitung hat das Capitel von den Kegelschnitten 
erfahren. Die stereometrische Bedeutung der Directrix 
veranlasste mich nämlich, die allgemeinen Eigen- 
schaften aller Kegelschnitte voranzustellen (§ 29) 
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und erst nachher die Parabel, Ellipse und Hyperbel 
einzeln abzuhandeln , wodurch die ganze Lehre an 
Einfachheit und Uebersichtlichkeit wesentlich gewinnt. 
Bei der Hyperbel habe ich die Eigenschaften der 
Asymptoten weiter als früher entwickelt und daran 
die Quadratur der Hyperbel geknüpft. 

Dresden, im April 1862 . 

Schlömilch. 


Vorwort zur dritten Auflage. 


Da mir bei der vorliegenden neuen Auflage keine 
Veranlassung zu durchgreifenden Aenderungen ge- 
geben war, so habe ich mich auf kleine Verbesse- 
rungen beschränkt, welche meistens den sprachlichen 
Ausdruck betreffen. 

Dresden, den l. Augmst 1873. 

Srhlömilch. 
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ERSTES BUCH. 

Die imvollständig begi’änzten ebenen 
Raumgebilde. 


Cap. I. 

Die Geraden und Ebenen im Raume. 


§ 1 . 

Die verschiedenen Bestimmungen der Ebene. 

Wenn eine ihrer Lage nach veränderliche Gerade an einer 
als fest gedachten Geraden so hingleitet, dass sie stets durch 
einen und denselben ausserhalb der festen Geraden liegenden 
Punkt geht, so beschreibt die veränderliche Gerade eine Ebene; 
von dieser Fläche gilt der Grundsatz, dass eine Gerade, welche 
zwei Punkte mit ihr gemein hat, ganz in derselben enthalten 
ist. Die Consequenzen jener Entstehungsweise und dieser Grund- 
eigenschaft der Ebene sind es, mit denen wir uns zunächst be- 
schäftigen mfissen. 

Da durch zwei Punkte im Raume nur eine einzige gerade 
Linie geht, so kann man sich die feste Fig. l. 

Gerade durch zwei gegebene Punkte A / 

und B bestimmt denken; die Ausführung , / /i> 

der vorhin erwähnten Bewegung, d. h. die b/ f 
Erzeugung der Ebene, erfordert dann nur / \ f 
noch die Kenntniss eines ausserhalb AB / 

liegenden festen Punktes, etwa (7, zusam- ~jr v 

men also die Angabe dreier Punkte A, B, C. 

l* 
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Letztere können wiederum durch zwei sich schneidende 
Gerade vertreten werden; ist nämlich A der Durchschnitt der 
beiden Geraden AB und AG, so kann man die erste als feste 
und die zweite als bewegliche Gerade in irgend einer ihrer La- 
gen ansehen, auf ihr den festen Punkt G willkührlich wählen 
und dann die Ebene wie früher entstehen lassen. 

Statt einer beliebigen Lage der beweglichen Geraden könnte 
man auch die bestimmte Lage wählen, bei welcher die beweg- 
liche Gerade einerlei Eichtung mit der festen Geraden hat, ihr 
also parallel ist ; man betrachtet dann die eine der beiden Paral- 
lelen AB und GB als die feste Gerade und wählt auf der an- 
dern willkührlich den festen Punkt. 

Nach diesen Erörterungen darf man folgenden Satz aus- 
sprechen; Eine Ebene ist bestimmt: 1) durch eine Ge- 
rade und einen ausserhalb letzterer befindlichen 
Punkt, 2) durch drei nicht in gerader Linie liegende 
Punkte, 3) durch zwei sich schneidende Gerade, 
4) durch zwei parallele Gerade. 

Hieran knüpft sich unmittelbar die Folgerung, dass zwei 
Ebenen zu einer einzigen Ebene zusammenfaUen , wenn sie ent- 
weder durch dieselbe Gerade und den nämlichen ausserhalb letz- 
terer befindlichen Punkt hindurchgehen, oder wenn sie dieselben 
drei nicht in gerader Linie liegenden Punkte in sich enthalten, 
oder zwei sich schneidende Gerade gemeinschaftlich besitzen, 
oder endlich die nämlichen zwei Parallelen enthalten. 

Eine wesentlich andere Bestimmung der Ebene entspringt 
aus der Betrachtung der Fläche, welche entsteht, wenn man sich 

von einem rechten Winkel den einen 
Schenkel als fest und den anderen 
(sammt der ganzen Winkelebene) um 
jenen herumgedreht denkt. Sei näm- 
lich AOG die ursprüngliche, BOG 
irgend eine spätere Lage des rechten 
Winkels, AB eine Gerade, welche 
einen beliebigen Punkt von AO mit 
einem beliebigen Punkte von BO ver- 
bindet, endlich OG = OG' eine auf 
dem festen Schenkel und auf seiner Verlängerung abgeschnittene 


Pig. 2. 
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Strecke von willkührlicher Grösse, so erkennt man zunächst, dass 
die Dreiecke ^06’ und AOC wegen der TJebereinstimmung in 
zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel congruent sind 
und folglich AG — AC ist. Aus denselben Gründen hat man 
A BOC^ A BOC und BG = BG'. Die Dreiecke ABG 
und ABG' stimmen demnach in allen Seiten überein, sind da- 
her congruent und besitzen dieselben Winkel, z. B. Z.ABG = 
ABG'. Verbindet man einen beliebigen Punkt M der Geraden 
AB mit G und C', so entstehen zwei Dreiecke BMG und 
BMG', welche in zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel 
übereinstimmen (nämlich BM = BM, BG = BG', L MBG = 
LMBG'), mithin congruent sind und gleiche dritte Seiten MG 
und MG' besitzen. Mittelst der Hülfslinie MO erhält man end- 
lich zwei Dreiecke MOG und MOG', deren entsprechende Seiten 
gleich sind {OG = OG', MO = MO, MG = MG'), die also 
congruent sein und gleiche Winkel enthalten müssen. Man hat 
daher /.MOG — /MOG', d. i., weil beide Winkel einen ge- 
streckten ausmachen, /MOG = 90“. Demnach lässt sich die 
Gerade OM als eine Zwischenlage des beweglichen von OA nach 
OB gedrehten Winkelschenkels ansehen und man erkennt zu- 
gleich , dass der bewegliche Schenkel an der Geraden AB hin- 
gleitet, während er stets durch den Punkt 0 geht; dies heisst 
aber: Wenn ein rechter Winkel um einen seiner 

Schenkel, als fest gedacht, herumgedreht wird, so 
beschreibt der bewegliche Schenkel eine Ebene*). 

Man kann diesen Satz auch folgendermaassen aussprechen: 
Wenn eine Gerade auf zwei sich schneidenden Ge- 
raden zugleich senkrecht steht, so ist sieauchsenk- 
recht auf jeder anderen Geraden, welche in der 
Ebene jener zwei sich schneidenden Geraden durch 
deren Durchschnittspunkt gelegt wird. Man sagt 
dann, die Gerade stehe senkrecht auf der ganzen Ebene, und 
nennt sie nicht selten eine Normale derselben. 


♦) Der Vergleich zwiacltcn dieser und der früher zuletzt erwähnten 
Entstehungsweisc zeigt, diiss eine Ebene auf doppelte Weise mechanisch 
hergestcllt werden kann, nämlich ebensowohl auf der Hobelbank als auf der 
Drehbank. 


- ^ ... 
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Ist nun diese Normale CO' und ein Punkt A gegeben, so 
kann man sich durch CC und A eine Hülfsebene gelegt den- 
ken, in dieser eine Senkrechte von A 
auf CC herablassen und auf diese 
Weise den rechten Winkel COA con- 
struiren, durch dessen Umdrehung die 
Ebene AOB erzeugt wird. Dabei ist 
es gleichgültig, ob der Punkt A ausser- 
halb oder in CC liegt, nur würde 
man in letzterem Falle die Hülfsebene 
willkührlich durch CC legen und von 
dem in CC gegebenen Punkte aus 
eine Senkiechte auf CC in der Hülfsebene aufsteigen lassen. 
Mau hat daher den Satz: Eine Ebene ist durch einen 

Punkt und eine Normale bestimmt, und es folgt daraus, 
dass zwei Ebenen zusammenfalleu , wenn sie eine Normale und 
einen Punkt gemein haben. 


Fig. 2. 



§ 2 - 

Die gegenseitigen Lagen räumlicher Gebilde. 

I. Während zwei Gerade in einer Ebene sich entweder 
schneiden oder einander parallel laufen, ist im Raume noch der 
dritte Fall denkbar, dass die Geraden an einander Vorbeigehen, 
ohne sich zu schneiden und ohne parallel zu sein. Derartige 
Linien nennt mau kreuzende oder nicht in einer Ebene 
liegende Gerade, da namentlich durch die letztere Bezeich- 
nung die beiden früheren Fälle ausgeschlossen sind. Um die 
Verachiedenheit ihrer Richtung auffassen zu können, hat man 
auch hier den Winkel zwischen beiden Geraden in Betracht ge- 
zogen; man versteht darunter den Winkel, welchen zwei Ge- 
raden bilden, die durch irgend einen Punkt des Raumes parallel 
zu den kreuzenden Geraden gezogen sind. Demnach kann man 
z. B. sehr wohl sagen, zwei Gerade kreuzen sich rechtwinklig. 

U. Um die Lage einer Geraden gegen eine Ebene unter- 
suchen zu können, bemerken wir zunächst, dass jede Ebene den 
unendlichen Raum in zwei getrennte gleichfalls unendliche Räume 
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theilt, dergestalt, dass man aus dem einen dieser Räume nicht 
in den anderen gelangen kann, ohne die trennende Ebene zu 
durchdringen. Zufolge dieses Grundsatzes muss eine Gerade eine 
Ebene durchschneiden, sobald sich in der Geraden zwei 
Punkte angeben la.ssen, die auf entgegengesetzten Seiten der 
Ebene liegen. Dieser Durchschnitt kann nur ein Punkt sein; 
denn bestünde er aus mehreren Punkten, so hätte die Gerade 
mindestens zwei Punkte mit der Ebene gemein und fiele daher 
ihrer ganzen Ausdelinung nach mit der Ebene zusammen, was 
gegen die Voraussetzung zweier auf verschiedenen Seiten der 
Ebene befindlichen Punkte der Geraden streitet. Man hat da- 
her den Satz: Eine Gerade kann eine Ebene in nicht 
melir als einem Punkte schneiden. 

Ausserdem bleibt es aber denkbar, dass eine Gerade mit 
einer Ebene keinen Punkt gemein habe, was offenbar dann ge- 
scliehen würde, wenn die Gerade ihrer ganzen Ausdehnung nach 
in dem einen jener beiden unendlichen Räume läge, ohne in den 
anderen nberzugelien. Die Bedingungen, unter welchen dieser Fall 
eintritt, werden wir im nächsten Paragraphen untersuchen; vor 
der Hand genügt es, auf die Möglichkeit dieser Ei’sclieinuug 
hingewiesen zu haben. 


III. U m endlich die Ebene mit der Ebene in Verbindung 


Fig. 3. 

.-"'i .1 





zu bringen, denken wir uns eine 
Gerade Ali, welche die Ebene 
E in M schneidet, so dass etwa 
MA der oberhalb und MB der 
unterhalb E befindliche Tbeil von 
AB ist, und legen durch AB 
eine beliebige Ebene E\ welche 
wir uns mittelst der fe.sten Ge- 
raden AB und eines willkührlich 
gewählten Punktes C construirt 
denken. Da M in der Geraden AB, und diese in der Ebene 
E' liegt, so haben E und E' zunächst den Punkt M gemein, 
und um zu entscheiden, ob noch mehrere gemeinschaftliche 
Punkte vorhaudoii sind oder nicht, ziehen wir von C aus Ge- 
rade nach allen den Punkten von AB, welche auf der entgegen- 


D 
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gesetzten Seite der Ebene liegen. Alle diese Gei-aden, wie z. B. 
CD, gehören zur Ebene E' und schneiden E, woraus hervor- 
geht, dass der Durchschnitt zweier Ebenen nicht ein einzelner 
Punkt sein kann, sondern aus einer stetigen Folge von Punkten, 
d. h. aus einer Linie MN bestehen muss. Wäre diese ge- 
krümmt, so würden sich auf ihr mindestens drei nicht in einer 
Geraden > liegende Punkte angeben lassen ; diese wären beiden 
Ebenen gemeinschaftlich, und folglich müssten letztere zusammen- 
fallen, was aber der Voraussetzung widerspricht, dass es in E' 
Punkte (A und B) giebt, die auf entgegengesetzten Seiten von 
E liegen. Man hat daher den Satz: Haben zwei Ebenen 
einen Punkt gemein, so besitzen sie noch unendlich 
viel andere gemeinschaftliche Punkte, und zwar lie- 
gen diese in einer Geraden, der Durchschnittslinie 
beider Ebenen*). 

Ausserdem bleibt es aber denkbar, dass zwei Ebenen E und 
E' keinen Punkt, also überhaupt nichts mit einander gemein 
haben, was offenbar dann geschehen würde, wenn E' ganz in 
dem einen der beiden Räume enthalten wäre, in welche E den 
unendlichen Raum theilt. Die Bedingungen, unter denen dieser 
Fall eintritt, werden wir in § 4 erörtern und begnügen uns für 
jetzt mit der Hinweisung auf die Möglichkeit desselben. 

§ 3. 

Die Ebene und die Gerade. 

I. Gemäss der im vorigen Paragraphen unter Nr. II. an- 
gegebenen Unterscheidung setzen wir zunächst voraus, dass die 
Gerade die Ebene durchschneide, und betrachten vorerst die 
senkrechte Lage der Geraden gegen die Ebene, weil unmittelbar 
ersichtlich ist, dass sich dieser specielle Fall der zweiten in § 1 
erwähnten Entstehungsweise der Ebene am ungezwungensten an- 
schliesst. 

*) Hierdurch ist die Möglichkeit ansgeschloBscn , dass eine Ebene von 
einer andern in einem Punkte berührt wird, wie dies bei gekrümmten 
Flächen Vorkommen kann. 
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a. Senkrechte Lage. Aus der Bestimmung der Ebene 
durch eine Normale und einen Punkt geht augenblicklich die 
Möglichkeit hervor, in einem gegebenen Punkte 0 der Ebene 
E eine Senkrechte OP auf der Ebene zu errichten; gesetzt nun, 
es wäre noch eine zweite Nor- 
male OP' denkbar, so lege man 
durch OP und OE eine Ebene, 
deren Durchschnitt mit E die 
Gerade OS sein möge ; man hätte 
jetzt zwei sich schneidende Ge- 
rade OP, OP', welche in der 
Ebene EPOS auf der nämlichen 
Geraden OS senki-eclit stünden, was aber unmöglich ist. — Ferner 
erhellt aus der Entstehung der Ebene die Möglichkeit, von einem 
ausserhalb derselben gegebenen Punkte P eine Normale PO auf 
sie herabzulassen; wäre noch eine zweite solche Senkrechte PO' 
denkbar, so würde ein Dreieck mit zwei rechten Winkeln POO' 
und PO'O entstehen, was wiederum unmöglich ist. Beide Er- 
gebnisse lassen sich zu dem Satze zusammenziehen: Durch 
einen gegebenen Punkt ist nur eine Normale zu 
einer Ebene möglich. 

Verbindet man irgend einen anderen Punkt Q der Ebene 
mit 0 und P, so entsteht ein bei 0 rechtwinkliges Dreieck, 
in welchem die Hypotenuse PQ jederzeit gi'össer als die Kathete 
PO ist; demnach stellt das Perpendikel PO die kürzeste Ge- 
rade dar, welche von P nach der Ebene gezogen werden kann, 
und heisst deshalb der Abstand oder die Entfernung des 
Punktes von der Ebene. 

Irgend eine zur Nonnale OP parallele Gerade QR liegt 
mit OP in einer Ebene (§ 1), welche die Ebene P in einer 
Geraden OQ schneidet. Die 
Winkel POQ und RQO sind 
dann gleichzeitig rechte Winkel. 

Zieht man in der Ebene E eine 
beliebige durch 0 gehende Ge- 
rade OM und durch Q die 
Gerade (>W|| OM, so hat QN 
dieselbe Eichtung wie OM; 


Fig. 5. 



Fig. 4. 
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ebenso hat QR die nämliche Richtung wie OP; folglich müssen 
auch die entsprechenden Richtungsunterschiede, d. h. die Winkel 
MOP und NQR, gleich sein (in der That kann man durch 
Verschiebung gleichzeitig QN mit OM, QE mit OP und daher 
Z NQE mit Z MOP zur Deckung bringen). Von den genann- 
ten Winkeln ist der erste ein rechter, mithin ist es auch EQE ; 
ausserdem war nach dem Vorigen OQE ein rechter Winkel, 
also steht QR auf den Geraden QO und QN gleichzeitig senk- 
recht und ist folglich normal zur Ebene MOQN, d. h. ; Steht 
von zwei oder mehreren im Raume parallelen Ge- 
raden die eine senkrecht auf einer bestimmten Ebene, 
so sind auch alle übrigen normal zu derselben Ebene. 

Zum Zwecke der Umkehrung dieses Satzes denken wir uns 
auf derselben Ebene in zwei verschiedenen Punkten 0 und Q 
die Normalen OP und QR errichtet; wäre nun QR niclit ])a- 
rallel z,u OP, so müsste eine andere durch Q gehende Gerade 
QR' die Parallele zu OP darstellen. Die Geraden QR und 
QR' bestimmen zusammen eine Ebene, welche die gegebene 
Ebene in einer Geiuden QN schneidet; nach der Voraussetzung 
ist dann Z RQN ein rechter Winkel, und wegen QR' || OP ist 
nach dem vorigen Satze Z R'QN gleichfalls ein rechter Winkel. 
Diese Folgerungen widersprechen einander, weil zwei sich schnei- 
dende Gerade nicht gleichzeitig senkrecht auf einer in derselben 
Ebene liegenden Geraden sein können; es muss daher QR' mit 
QR zusammenfallen, d. h.: Alle Normalen auf einer 
Ebene laufen einander parallel. 

1). Schiefe Lage. Um die gegenseitige Lage einer Ebene 
MN und einer im Punkte N sie durchsoh neidenden Geraden PS 
zu bestimmen, lassen wir von einem Punkte P der Geraden eine 
Senkrechte PO auf die Ebene herab und denken uns dui’ch PS 

und PO eine Ebene gelegt, welche 
die Ebene MN in einer Geraden schnei- 
den wird. Diese Durchschnittslinie OS 
ist nichts Anderes als die Projection 
der ursprünglichen Geraden auf die ge- 
gebene Ebene, und zwar giebt es zufolge 
der vorhin unter a. auseinaudergesetzteu 


Fig. «. 
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Lehren uur eine solche Projection; diese bildet, da sie PS 
nothwendi{{ schneiden muss, mit PS einen bestimmten Winkel 
PSO, welcher die Neigung der Geraden gegen die Ebene un- 
zweideutig angiebt. Wir defiuiren ihn daher wie folgt: „Der 
Neigungswinkel einer Geraden gegen eine Ebene ist der Winkel 
zwischen der Geraden und ihrer Projection auf die Ebene.“ 
Zieht man durch S in der Ebene irgend eine Gerade SQ — SO 
und nachher /•'V, so entstehen zwei Dreiecke, OSP und QSP, 
in denen OS — <^S, PS = PS. dagegen POc^PQ ist; 
hieraus ergiebt sich Z PSO << Z PSQ und es ist folglich der 
Neigungswinkel der kleinste W^inkel, unter welchem die Gerade 
PS irgend andere in der Ebene MN liegende Gerade schneiden 
kann.*) 

Wenn endlich der Fall Vorkommen sollte, diuss die Ebene 
MN nicht selbst, sondern nur die Richtung einer Normalen von 
ihr gegeben wäre, so kennt man wenigstens die Lage von PO 
(oder einer Parallelen dazu), mithin den Winkel OPS und fin- 
det daraus /.OSP — '.»O* — /OPS; der Neigungswinkel 
ei iier Gerad en gegen eine Ebene ist also dasConiple- 
ment des Winkels zwischen der Geraden und einer 
Normalen auf der Ebene. 

11 . Die letzte Remerkung bahnt den üebergang zu dem- 
jenigen Falle, wo die Gerade die Ebene nicht schneidet; dreht 
man nämlich die Gerade PS um P in der Ebene OPS herum, 
bis sie in die zu OS parallele Lage Olt kommt, .so geht Z OPS 
in 90" und der Neigungswinkel OSP in Null über. Die Ge- 
rade PR nennt man jetzt (Pig. (i) parallel der Ebene MN und 
es ist dies nur ein abgekürzter Ausdruck dafür, da.ss die Gerade 
ihrer Projection auf die Ebene parallel läuft. Eine solche Gerade 
schneidet selbstverständlich ihre Projection nicht; dass sie aber 
auch der Ebene nirgends begegnen kann, ist leicht einzusehen; wäre 
nämlich T der Durchschnitt von Pli und der Ebene MN, so 
würde T einerseits der Geraden Pit, und da diese in der Ebene 
SOPli liegt, auch dieser Ebene angehören müssen, andererseits 

*) Sowie OS die Projection von PS ist, so lässt sieh auch der Winkel 
OSQ als die Projection des Winkels PSQ betrachten. Man findet leicht, 
das.« beide Winkel gleichzeitig spitze, rechte oder .stumpfe sind. 
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müsste T in die Ebene MN fallen und könnte folglich nur in 
dem Durchschnitte beider Ebenen, d. h. in der Linie OS zu 
suchen sein, was dem vorausgesetzten Parallelismus von PQ und 
OS wideiapricht. — Wenn umgekehrt PR die Ebene nicht 
schneidet, so fragt es sich, ob dann auch OS || PE ist oder 
nicht ; wäre das Letztere der Fall, so würde PR die Gerade OS 
und mithin auch die Ebene MN schneiden, was gegen die 
Voraussetzung streitet, es kann also nur der erste Fall statt- 
finden. Man hat daher folgenden Doppelsatz: Wenn eine 
Gerade einer Ebene parallel ist, so schneidet sie 
dieselbe nicht, und umgekehrt, wenn sie die Ebene 
nicht schneidet, so läuft sie ihr parallel. 

Betrachten wir noch die Voraussetzung, dass eine Gerade 


PR irgend 


einer in 
Fig. 


der Ebene MN gezogenen Geraden VV 


/^Z 


parallel gehe, so sind wieder zwei 
-Ä Fälle möglich; die Gerade schnei- 
det entweder die Ebene oder nicht. 
Fände das Erste statt, so würde 
/' '' ' / der Durchschnitt W in PP, mit- 

' hin auch in der Ebene VUPRy 
und zugleich in der Ebene MN, also in der nöthigenfalls ver- 
längerten Geraden UV liegen müssen, weil letztere die gemein- 
same Durchschnittslinie der genannten Ebenen darstellt; wegen 
PP II UV kann aber W nicht in UV liegen und daher muss 
der zweite Fall statt finden; d. h.: Wenn eine Gerade 
irgend einer in einer Ebene liegenden Geraden pa- 
rallel geht, so ist sie auch der Ebene parallel. 

Endlich ist leicht zu sehen, dass alle Senkrechten, welche 
man von einer zu einer Ebene parallelen Geraden auf die Ebene 
herablassen kann, einander parallel, gleich und in derselben Ebene 
enthalten sind: die gemeinsame Länge aller dieser Senkrechten 
nennt man die Entfernung der Geraden von der Ebene. 


§ d. 

Zwei Ebenen. 

I. Um von der gegenseitigen Lage zweier sich in der 
Geraden AB schneidenden Ebenen eine Vorstellung zu erhalten, 
errichten wir in irgend einem Punkte P der Durchschnittsliuie 
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zwei auf derselben senkrechte Gerade, von denen die eine in der 
einen Ebene liegt und die andere in der anderen ; diese Senk- 
rechten PQ und PR schliessen einen Winkel QPR ein, der zu 
dem obigen Zwecke brauchbar sein würde, wenn sich nachweisen 
liesse, dass er derselbe bleibt, wo man auch den Punkt P in 
der Geraden AB wählen mag, und dass er erst dann eine Aen- 
derung erleidet, wenn die Ebenen eine Aonderung ihrer gegen- 
seitigen Lage erfahren. Um Fig. 8. 

das erste zu entscheiden, den- 
ken wir uns in einem anderen 
Punkte P' der Geraden AB 
dieselbe Construction vorgenom- 
men; die Gerade P' Q' liegt 
dann mit PQ in einer Ebene ^ 
senkrecht zu AB, ist mithin parallel zu PQ-, aus demselben 
Grunde ist P'R' || PR, folglich der Richtungsunterschied zwi- 
schen P'Q' und P'R' gleich dem Ricbtungsunterschiede zwischen 
PQ und PR oder Z Q'P'R' = Z QPR. Denken wir uns zwei- 
tens die verschiedene Lage der beiden betrachteten Ebenen ABC 
und ABD dadurch entstanden, dass eine mit ABC zusammen- 
fallende Ebene so lange um die Gerade AB gedreht wurde, bis 
sie mit der Ebene ACD zusammenfiel, so ist die hierzu nöthige 
Drehung einerlei mit der Drehung, welche erfordert wird, um die 
Gerade PQ in die Lage PR überzuführen, und es würde daher 
einer kleineren oder grösseren Drehung der Ebenen ein kleinerer 
oder grösserer Winkel QPR entsprechen. Aus beiden Bemer- 
kungen zusammen geht hervor, dass der Winkel QPR die gegen- 
seitige Lage der beiden Ebenen bestimmt; er heisst deshalb der 
Neigungswinkel derselben (bei manchen Schriftstellern K e i 1 - 
Winkel), in Zeichen: /.C{AB)D. 

Die Entstehung der Geraden PQ, PR und des Winkels 
QPR kann man sich noch etwas anders vorstellen; legt man 
nämlich durch P eine Ebene normal zu AB, so schneidet diese 
Hülfsebene die Ebene ABC in einer zu AB senkrechten durch 
P gehenden Geraden, welche keine andere als die Gerade PQ 
sein kann; ebenso lässt sich PR als Durchschnitt der Hülfs- 
ebene mit der Ebene ABD betrachten. Ferner können wir in 
der Hülfsebene QPR auf PQ und PR Senkrechte errichten, die 
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sich in S schneiden, und dann ist Z QPJi — 180® — Z QSIL 
Legt man durch Q eine Parallele QT zu AB, so ist QS 
9 . auf dieser Parallelen 

^ D y senkrecht , weil eine 

durch P parallel zu QS 
gezogene Gerade auf-4ß 
senkrecht stehen würde; 

ausserdem ist QS senk- 

^ ' recht zu PQ, mithin 

QS eine Normale der 

Ebene ABC; ebenso bildet ItS eine Normale zur Ebene ABI) 
und man kann daher sagen: Der spitze Neigungswinkel 
zweier Ebenen ist gleich dem spitzen Winkel zwi- 
schen ihren Normalen. 

Eine dritte Äuffassungsweise besteht darin, dass man sich 
von einem willkührlich gewählten Punkte S die Normalen SQ 
und SH auf die Ebenen ABC, ABI) herabgelassen und durch 
beide Geraden eine Ebene gel^t denkt , welche AB in P, 
ABC in PQ und ABI) in PB, schneidet; zieht man wiederum 
QT\\ AB II liV, so ist Z TQP = 90° = Z APQ und ebenso 
Z UHP — t»0" = Z APR, die Gerade AP steht also auf PQ 
und PR gleichzeitig, mithin auch auf der Ebene QPRS senk- 
recht. Dies giebt folgenden Satz: Fällt man von einem 

willkührlich gewählten Punkte Senkrechte auf 
zwei vorhandene Ebenen uud legt durch diese Per- 
pendikel eine neue Ebene, so ist letztere normal 
zur Durchschnittslinie der ersten zwei Ebenen. 

Endlich kann man noch bemerken, dass die Winkel SQT 
und SR U die Neigungswinkel der Ebene PQSR gegen die Ebe- 
nen ABC und ABD darstellen, und dass man wegen Z SQT = 
LSRU =90® den vorigen Satz auch folgendermaassen aus- 
drücken kann: Steht eine Ebene auf zwei anderen Ebe- 
nen senkrecht, so ist sie auch normal zur Durch- 
schnittslinie der letzteren Ebenen. 

II. Wir betrachten nun den Pall, wo beide Ebenen sich 
nicht schneiden. Wenn nämlich SQ mit SR znsammenfällt, 
also beide Ebenen eine gemeinschaftliche Normale besitzen, so 
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wird der spitze Neigungswinkel der Ebenen = 0 und dann sagt 
man, die eine Ebene sei der anderen parallel. Ob sich zwei 
solche Parallelebenen schneiden oder nicht, entscheidet folgende 
Betrachtung. Hätten beide Ebenen auch nur einen Punkt ge- 
mein, so würden sie nach § 2, III. eine Gerade AB gemein ha- 
ben; in dieser Hesse sich ein Punkt S willkührlich wählen mid 
durch ihn und durch die beiden Punkte Eig- 

Q, It, in welchen die gemeinschaftliche 
Nonnale die Ebenen durchdringt, eine 
Hülfsebeue legen ; es entstünde jetzt 
ein Dreieck (^liS mit zwei rechten 
Winkeln (bei ^ und 71), was unmöglich ist; d. h. : Zwei Pa- 
rallelebeuen schneiden sich nicht. 

Behufs der Umkehrung dieses Satzes denken wir uns zwei 
sich nicht schneidende Ebenen, errichten auf der ersten in einem 
willkührlichen Punkte Q eine Senkrechte, deren Durchschnitt 
mit der zweiten Ebene H heissen möge, imd legen durch QU 
zwei beliebige Ebenen, welche die ur- 
sprüngUchen Ebenen in QS und QU, 
liT und UV schneiden. Nun können 
erstens die in einer Ebene liegenden Ge- 
raden QS und JIT nicht Zusammen- 
treffen , weil sonst die ursprünglichen 
zwei Ebenen selbst einen Punkt zusam- 
men haben müssten, es ist also HT\\ QS; aus denselben Grün- 
den hat man RV\\QU, mithin LTRQ — ASQR = 90", 
ebenso Z VRQ — L UQR = 9o" und folglich RQ senkrecht 
auf der zweiten Ebene; d. h.: Zwei sich nicht schnei- 
dende Ebenen besitzen eine gemeinschaftliche Nor- 
male und sind daher parallel. 

Etwas allgemeiner werden diese Sätze, wenn man zwei 
Ebenen betrachtet, deren Normalen nicht zusammenfallen, son- 
dern nur parallel laufen; mittelst der Lehren des § 3, 1, a. 
findet man leicht das Theorem; Zwei mit parallelen Nor- 
malen versehene Ebenen besitzen auch gemeinsame 
Normalen und sind deshalb parallel*). 


Fig. 11^. 

-7 

:r^/ 




*) Ncunt man Ebenen von gleicher Stellung solche, deren Normalen 
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Fig. 12. 
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Auch ohne Zuziehung der Normalen lässt sich die parallele 
Lage zweier Ebenen E und E' beurtheilen, falls in der Ebene 
E' zwei sich schneidende Gerade in LM und LN gegeben sind, 
von denen jede der Ebene E parallel ist. Gesetzt nämlich, die 
beiden Ebenen schnitten sich in der Geraden GH, so könnte 

diese wohl einer der Geraden LM 
und LN, nicht aber beiden zugleich 
parallel sein, und daher muss wenig- 
stens eine der Geraden LM und LN 
die Gerade GH schneiden, mithin auch 
der Ebene E begegnen, weil GH in 
E liegt. Dies widerspricht der Vor- 
aussetzung, dass die Geraden LM und LN der Ebene E paral- 
lel sind; mithin können E' und E sich nicht schneiden; d. h. : 
Zwei Ebenen sind parallel, wenn eine derselben 
zwei sich schneidende Gerade enthält, welche der 
anderen parallel sind. 

Endlich ist leicht zu sehen, dass alle Senkrechten, welche 
von beliebigen Punkten der einen Parallelebene auf die andere 
herabgelassen werden, nicht nur parallel, sondern auch gleich 
lang sind; diese unveränderliche Linie heisst die Entfernung 
der beiden parallelen Ebenen. 


§ 5 . 

Drei Ebenen. 

Denken wir uns von drei Ebenen zunächst zwei aufgestellt, 
so sind diese entweder parallel oder sie schneiden sich in einer 
Geraden; im ersten Falle kann die dritte Ebene nur zwei ver- 
schiedene Lagen haben: entweder ist sie nämlich den beiden 

gleiche Richtung haben (parallel sind), so werden die Fundamentalsätze 
über parallele Ebenen den früheren Sätzen über parallele Gerade völlig ana- 
log; man hat nämlich erstens die entsprechende Definition: „Zwei Ebenen 
von gleicher Stellung heissen parallel“ imd ausserdem die Sätze: 

1) Ebenen von gleicher Stellung treffen nicht zusammen; 

2) Ebenen von verschiedener Stellung treffen immer zusammen, und um- 
gekehrt : 

3) Zwei nicht zusammentreffende Ebenen haben gleiche Stellung; 

4) Zwei zusammentreffende Ebenen haben verschiedene Stellung. 
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Ebenen parallel oder nicht. Die erste Lage bietet keinen Stoff 
zu weiteren Untersuchungen, bei der andern Lage schneidet die 
dritte Ebene jede der beiden Parallelebenen, und zwar sind diese 
Durchschnitte parallelle Gerade, weil Fig. 13. 

sie in einer (der dritten) Ebene lie- 
gen und einander ebensowenig als 
die beiden Parallelebenen begegnen 
können. In dem zweiten Haupt- 
falle, wenn die ursprünglichen bei- 
den Ebenen nicht parallel sind, exi- 
stirt eine Durchschnittslinie, und um 
die Lage derselben ' mit der Lage der dritten Ebene vergleichen 
zu können, unterscheiden wir die beiden Unterfälle, ob diese 
Durchschnittslinie in der dritten Ebene liegt oder nicht. Findet 
das Erste statt, so haben die drei Ebenen eine und dieselbe Ge- 
rade, sonst aber nichts weiter gemein (Fig. 14); im zweiten 
Falle liegt der Durchschnitt der Fig. i4. 

ersten und zweiten Ebene ent- 
weder parallel zur dritten Ebene 
oder nicht. Nennen wir Ei, Et, 

Et die drei Ebenen, gi, gt, gt 
die Durchschnitte von Et mit Et, 

Ei mit El, El mit Et, so ist 
hei der ersten Lage gt 1| Et, folg- 
lich gt eine Gerade, die mit gt 
in einer Ebene (Ei) liegt und gt 
nicht schneidet, weil sonst, Fig. i5. 




gegen die Voraussetzung, gt 
und Et einen Punkt gemein 
haben müssten; daraus ergiebt 
sich, dass gtWgs ist, ebenso 
II <jT 3 , und folglich sind die 
drei Durchschnitte der Ebenen 
parallel untereinander (Fig. 15). 
Bei der zweiten Lage ist gt 
nicht parallel Et und folg- 
lich existirt ein Durchschnitts- 
punkt 0 von Et mit gt; 
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dieser Punkt gehört erstens zur 
Ebene Ei, ausserdem zur Geraden 
gi, also, weil diese den Ebenen 
El und Ei gemeinsam ist, auch 
gleichzeitig zu den Ebenen Ei 
und Ei; die drei Ebenen haben 
dann einen Punkt 0 gemein, in 
welchem die drei Durchschnitts- 
linien gi, gi, ga zusammenlaufen 
(Fig. 16). 

Von diesen fünf allein möglichen Fällen geben die vier 
eisten zu ganz ähnlichen Betrachtungen Veranlassung, wie sie 
in § 3 des ersten Theilos durchgeführt sind, und es besteht der 
ganze Unterschied nur darin, dass man statt der dort vorkommen- 
den Geraden und Winkel hier Ebenen und Neigungswinkel eiu- 
treten lässt; diese äusserst leichte Untersuchung können wir 
füglich dem Leser überlassen; dagegen bedarf der fünfte (allge- 
meine) Fall einer näheren Erörterung, welche in Cap. II. ge- 
geben werden soll. 


Fig. 16. 



Constructionen zu Cap. 1. 


Ausser den Constructionen in einer Ebene, welche wir früher 
behandelt haben, setzen wir noch einige stereometrische Funda- 
mentalconstructionen voraus, die man zwar nicht auf mechanische 
Weise (durch Lineal und Zirkel) wohl aber in Gedanken aus- 
führen kann; es sind dies folgende Constructionen: 

a) durch drei Punkte, oder durch einen Punkt 
und eine Gerade, oder durch zwei sich schnei- 
dende oder durch zwei parallele Gerade eine 
Ebene zu legen; 

b) den Durchschnitt einer Geraden und einer 
Ebene zu finden; 

c) den Durchschnitt zweier Ebenen zu bestimmen. 

Durch diese Hülfsmittel lassen sich folgende Aufgaben 

lösen. 
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1. Durch einen gegebenen Punkt P eine Ge- 
rade zu ziehen, welche zwei gegebene, nicht in 
einer Ebene liegende Gerade und g^ schneidet. 
Denken wir uns durch P und gi eine Ebene gelegt, so schnei- 
det diese im Allgemeinen die Gerade gt in einem Punkte Q-, 
die Verbindungslinie FQ schneidet g^, aber auch gi, da sie mit 
letzterer Geraden in einer Ebene liegt ; demnach ist PQ die ge- 
suchte Gerade. 

Man erkennt hieraus, dass die Aufgabe: „eine Gerade zu 
ziehen, welche drei gegebene Gerade g, gi, g^ schneidet“ un- 
bestimmt ist, da P willkührlich auf g gewählt werden darf. 

2. Durch einen Punkt P eine Gerade parallel 
zwei gegebenen Ebenen zu legen. Schneiden sich die bei- 
den Ebenen in einer Geraden g, so ist eine durch P parallel zu g 
gezogene Gerade beiden Ebenen parallel, weil g sowohl zu der 
einen als zur anderen Ebene gerechnet werden darf; schneiden sich 
die gegebenen Ebenen nicht, so bleibt die Aufgabe unbestimmt. 

3. Durch einen ausserhalb einer Ebene liegen- 

den Punkt P auf diese eine Senkrechte herahzu- 
lasssen. In der gegebenen Ebene wählen wir eine Gerade 
ALP willkührlich und legen durch diese und Kg. 17. 

durch den gegebenen Punkt P eine Ebene; 
in letzterer lassen wir von P eine Senk- 
rechte PS auf AB herab und errichten in 
deren Fusspunkte S ein Perpendikel SO 
auf AB; die beiden Senkrechten SP und 
SO bestimmen eine zu AB normale Ebene, 
und in dieser fällen wir von P auf SO Aaa 
Perpendikel PO. Dass nun PO die gesuchte Senkrechte dar- 
stellt, erkennt man leicht, sobald durch 0 eine Parallele OQ zu 
AB und durch S eine Parallele PT zu PO gezogen wird 7 weil 
nämlich PT in der Normalebene OPP liegt, ist PT senkrecht auf 
A.P, folglich PO senkrecht auf OQ, ausserdem PO senkrecht 
zu OP, folglich PO normal zu der gegebenen Ebene QOS. 

4. In einem Punkte P einer Ebene auf dieser 
eine Normale zu errichten. Fällt man von einem will- 
kührlich ausserhalb der Ebene gewählten Punkte 0 eine Senk- 

2 * 
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rechte PO auf die Ebene, legt ferner durch PO und S eine 
Hülfsebene und zieht in dieser <SP|| OP, so muss (nach § 3, 
I, a.) ST die gesuchte Senkrechte sein. 

5. Durch einen Punkt P eine Ebene parallel 
einer gegebenen Ebene E zu legen. Der letzte Satz in 
§ 4 führt unmittelbar zu folgender Construction : Man zieht in 
E zwei beliebige sich schneidende Gerade a, b durch P Paral- 
lelen a', V zu denselben und legt endlich durch a', V eine 
Ebene E' \ diese ist die gesuchte Ebene. 

6. Durch einen Punkt P eine Ebene parallel 
zwei nicht in einer Ebene befindlichen Geraden zu 
legen. Wie vorhin erhält man die gesuchte Ebene dadurch, 
dass man durch P Parallelen zu den vorhandenen zwei Geraden 
und durch diese Parallelen eine Ebene legt. 

7. Eine Ebene zu construiren, welche eine ge- 
gebene Gerade g in sich enthält und auf einer ge- 
gebenen Ebene E senkrecht steht. Lässt man von 
irgend einem Punkte P in g eine Normale auf E herab und 
legt dann eine Ebene durch g und jene Normale, so hat man 
die gesuchte Ebene, da sich aus § 4, I. leicht abnehmen lässt, 
dass die construirte Ebene gegen E um 90" geneigt ist. 

8. Durch zwei gegebene Punkte Pi und Pj eine 
Ebene senkrecht zu einer gegebenen Ebene E zu 
legen. Die beiden Punkte P» und P* bestimmen eine Ge- 
rade Pi Pi , welche in der gesuchten Ebene enthalten sein muss, 
und es kommt daher die Aufgabe auf die vorige zurück, wenn 
man Pi Pi für g setzt. 

9. Durch einen Punkt P eine Ebene parallel 
einer Geraden g und senkrecht zu einer gegebenen 
Ebene E zu legen. Zieht man durch P eine Parallele PM 
zu g und eine Senkrechte PO auf E, so ist die durch PM und 
PO gehende Ebene die gesuchte. 

10. Die kürzeste Entfernung zweier nicht in 
einer Ebene befindlichen Geraden gi und gi zu con- 
struiren. Wählt man in der Geraden g^ den Punkt Pi will- 
kührlich und zieht durch ihn eine Parallele zu gi , so be- 
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stimmen gi vmd die Parallele zusammen eine Ebene -Bi, welche 
Ql enthält und parallel zu gt ist (Nr. 6 ). L^t man ferner 
durch ^2 eine Ebene senkrecht zu i^i, so schneiden sich beide 
Ebenen in einer Geraden, die Pig. 18 . 

nichts anderes als die Projection 
von gi auf JSi ist. Diese Pro- 
jection schneidet gi in einem 
Punkte 6 >i; eine in Oi senkrecht 
auf El errichtete Gerade schnei- 
det gi in einem Punkte O2 und 

so entsteht eine begrenzte Gerade O1O2, die sowohl gi als gi 
rechtwinklig schneidet. Um sie mit der Entfernung zweier be- 
liebigen Punkte Pi in gi und Pi in gi vergleichen zu können, 
ziehe man PiQ senkrecht zu Ei und verbinde Q mit Pi; der 
Winkel Pi QPi ist dann ein rechter, und in dem rechtwinkligen 
Dreiecke Pi QPi hat man Pi P2 > P2 ^ und wegen PiQ = 
Ol Oi ist auch Pi P2> Oi O2, mithin Oi Oi die kürzeste Ent- 
fernung beider Geraden. Dieses Resultat lässt sich, wenn man 
will, in Form eines Lehrsatzes aussprechen, nämlich: „Der 
kleinste Abstand zweier Geraden wird durch eine auf beiden 
zugleich senkrechte Strecke dargestellt; letztere ist einerlei mit 
der Entfernung zweier Ebenen, von denen jede die eine Gerade 
enthält und der anderen parallel liegt.“ 



Cap. II. 

Der körperliche Winkel. 


§ 6 . 

Grundbegriffe. 

Wenn drei von einem Punkte 0 ausgehende Gerade OÄ, 
OB, OC zu je zweien durch Ebenen verbunden werden, so ent- 
steht ein eigen thümliches stereometrisches Gebild: der körper- 
liche Winkel oder die Ecke; der Punkt 0 heisst der 
Scheitel oder die Spitze des körperlichen Winkels; die drei 
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beliebig langen Geraden OA, OB, OC werden die Kanten 
desselben und die drei Ebenen ^0-ß, BOG, GOA seine Seiten- 
ebenen genannt. Ausserdem enthält die Ecke noch sechs 
Stücke, nämlich einerseits die drei Winkel, welche in den Seiten- 
ebenen von den Kanten gebildet und als Kantenwinkel (von 
Manchen als Seitenwinkel oder Seiten) bezeichnet werden, 
andererseits die drei Neigungswinkel je zweier Soitenebenen ; 
letztere an den Kanten liegende Winkel heissen die Flächen- 
winkel (oft auch kurzweg die Winkel) der Ecke. Zur Be- 
zeichnung einer Ecke dienen vier Buchstaben, von welchen der 
Scl^eitelbuchstabe den ersten Platz erhält, im obigen Falle 
z. B. OABG. 

Denkt man sich die Kanten und Seitenebenen einer Ecke 
ihrer ganzen unendlichen Ausdehnung nach construirt, so ent- 
stehen um die ursprüngliche Ecke herum noch sieben neue Ecken, 
so dass der ganze unendliche Raum in acht unvollständig be- 
gränzte unendliche Räume zerfallt. Jene acht Ecken sind in 
der Figur: 

Fig. 19. 


OABG, 

j OA'BG, OAB'G, OABG', 
OAB'G', OA'BG', OA'B'G, 
OA'B'G'. 


Dabei theilen sich die sieben hinzugekommenen Ecken in drei 
Gruppen, welche bereits in dem obigen Schema unterschieden 
worden sind und deren Eigenthümlichkeiten sich folgendermaassen 
ausdrflcken lassen. 

Man hat erstens drei Ecken, von denen jede mit der ge- 
gebenen Ecke zwei Kanten gemein hat, während die dritte 
Kante die Rückverlängerung der entsprechenden Kante der ur- 
sprünglichen Ecke ist; ferner stimmt jede der drei neuen Ecken mit 
der umprünglichen Ecke in einem Kanten - und in einem Flächen- 
winkel überein, die übrigen Kanten- und Flächenwinkel sind 
einander paarweis supplementär. 
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Es existiren ferner drei Ecken, deren jede mit der ursprüng- 
lichen Ecke eine Kante gemein hat, während die übrigen Kan- 
ten die Kückverlängerungen von den entsprechenden Kanten der 
ursprünglichen Ecke sind; jede dieser neuen Eckeu stimmt fer- 
ner in einem Kanten- und in einem Plächenwinkel mit der ge- 
gebenen Ecke überein; die übrigen Flächenwinkel sind einander 
paarweis supplementär. 

Endlich ist noch eine Ecke vorhanden, welche keine Kante 
mit der anfänglichen Ecke gemein hat, deren Kanten vielmehr 
die Kückverlängerungen der Kanten der ursprünglichen Ecke sind. 
Diese Ecke (die sogenannte Gegenecke) enthält dieselben 
Kanten- und Flächenwinkel wie die gegebene Ecke, kann aber 
gleichwohl mit derselben nicht zur Deckung (Congruenz) gebracht 
werden. Denkt man sich nämlich die Ecke OA'B'C umge- 
kehrt, so folgen die Kanten , verglichen mit denen von OABC, 
in entgegengesetztem Sinne aufeinander (links herum, wenn dort 
rechts herum) und es verhalten sich dann die Ecken zu einander 
wie rechte und linke Hand, woraus die Unmöglichkeit der Con- 
gruenz augenblicklich erhellt. Derartige Ecken, und überhaupt 
solche Raumgebilde, welche zwar aus denselben Bestandtheilen, 
aber in entgegengesetztem Sinne der Aufeinanderfolge zusammen- 
gesetzt sind, heissen symmetrisch gleich. 

Eine neue und sehr wichtige Beziehung zwischen zwei 
Ecken findet sich auf folgendem Wege. Innerhalb des von einer 
Ecke OLMN umschlossenen Rau- 
mes sei Ol ein willkührlicher 
Punkt; von ihm aus lassen wir 
auf die drei Seitenehenen von 
OLMN die Senkrechten OiAi, 

Ol Bl, Ol Ol herab und legen 
durch je zwei derselben Ebenen, 
welche die Kanten der ursprüng- 
lichen Ecke in A, B, C schnei- 
den mögen. Um nun die Kanten- 
und Flächenwinkel der neu ent- 
standenen Ecke OiAiBiCi kennen zu lernen, bemerken wir zu- 
nächst, dass die Ebenen ABiOiCi, BCiOiAi, CAiOiBi auf 
den Kanten OA, OB, OG senkrecht stehen (§ 4, I.), dass folg- 


Fig. 20. 
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lieh die Winkel BiACi, CiBAi, AiCBi die Neigungswinkel 
je zweier der ursprünglichen Ebenen, d. h. die Plächenwinkel 
der Ecke OABC sind; daraus ergiebt sich 
/. BiOiCi = 180“ — l Bl ACu Z CiOiAi = l80“—l CiBAi, 
lAiOiBi = ISO“— lAiCBi, 
und es sind folglich die Kantenwinkel der neuen Ecke die Supple- 
mente von den Flächenwinkeln der ursprünglichen Ecke. — Weil 
ferner AiB und AiC senkrecht zu AiOi in den beiden Ebenen 
AiOiCi und AiOiBi liegen, so ist /.BAiC der an der Kante 
Ol Al liegende Flächenwinkel der neuen Ecke; die anderen 
Flächenwinkel sind CBiA und ACiB\ für diese Winkel hat 
man die Gleichungen 

lBAiC= 180“ — BOG, ICBiA = 180“— GOA, 
lAGiB = 180“ — AOB-, 

mithin sind die Flächenwinkel der neuen Ecke die Supplemente 
von Kantenwinkeln der ursprünglichen Ecke. Demnach lässt 
sich zu jeder Ecke eine andere construiren, deren 
Kantenwinkel die Supplemente von den Plächen- 
winkeln, und deren Flächen winkel die Supplemente 
von den Kanten winkeln der ersten Ecke darstellen; 
die neue Ecke heisst die Supplementarecke oder Polar- 
ecke der ursprünglichen. 

§ 7 . 

Beziehungen zwischen den Winkeln einer Ecke. 

Denken wir uns den Winkel AOB als den grössten Kanten- 
winkel der Ecke OABG, und die Ebene des Winkels BOG so 
Pig- 21. lauge um BO gedreht, bis sie mit 

der Ebene AOB zusammenfällt, so 
muss der Schenkel OG noth wendige 
zwischen die Schenkel AO und BO 
zu liegen kommen; diese neue Lage 
sei OG', also Z BOG' = Z BOG, 
Nehmen wir ferner auf OG und OG' 
zwei gleiche Abschnitte OH = OH' 
und legen durch H, H' und einen 
willkührlich auf BO gewählten Punkt 
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6r eine Ebene, welche die Seitenebenen der Ecke in den Ge- 
raden FG, GH, HF schneidet, so entstehen zunächst zwei (ver- 
möge der Uebereinstimmung in zwei Seiten und dem einge- 
schlossenen Winkel) congruente Dreiecke GOH und GOH'; 
hieraus folgt GH = GH' und mithin ist das Dreieck GHH' 
gleichschenklig. Da die Winkel an der Basis eines solchen Drei- 
eckes nur spitze sein können, so muss der Nebenwinkel von 
GH'H, nämlich Z FH'H, ein stumpfer Winkel sein und er ist 
dann von selbst der grösste Winkel in dem Dreiecke FH'H. 
Daraus folgt weiter, dass FH die grösste Seite des Dreieckes 
FH'H ist, und wenn man jetzt FH und FH’ als Bestandtheile 
der Dreiecke FOH und FOH' ansieht, so führen die Beziehun- 
gen FO = FO, OH' = OH, FH' <C. FH zu der Folgerung 
/. FOH' <C £FOH; durch beiderseitige Addition der Gleichung 
IGOH' = IGOH wird hieraus Z FOG < Z FOH -f Z GOH. 
Demnach beträgt selbst der grösste Kantenwinkel einer Ecke 
weniger als die Summe der beiden anderen Kantenwinkel, und es 
gilt daher überhaupt der Satz, dass irgend ein Kantenwinkel weni- 
ger ausmacht als die beiden übrigen Kantenwinkel zusammen. 
Nennen wir die Kantenwinkel AOB, HOC, COA der Keihe 
nach c, a, b, so ist hiernach c<C.a -\-b, bc^a + c, a«<b + C; 
gewöhnlich sagt man dafür: ln jeder dreiseitigen Ecke 
beträgt dieSumme zweier Seiten mehr als die dritte 
Seite. 

Die Allgemeinheit dieses Satzes erlaubt zwei wichtige An- 
wendungen; man kann ihn nämlich ebensowohl auf eine der 
sechs Nebenecken von AOB als auf die Polarecke anwenden> 
Für die Ecke OA'BC hat man 

Pig. 22. 

Z BOC<lA'OB -f Z A'OC 

d. i. 

a< 180“ — c -I- 180“ — 6 
oder 

rt-f b + c<360“; 
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d. h.: In jeder dreiseitigen Ecke beträgt die Summe 
der Seiten weniger als vier rechte Winkel. 

Bezeichnen wir ferner mit Oi, 6i, Ci die Kantenwinkel der 
Polarecke und mit A, B, C Flächen winkel der ursprüng- 

lichen Ecke, so ist ai — 180“ — A, hi — 180“ — B, Ci = 
180" — C, andererseits 

«1 <C] fei -f- Ci , fei<C®i~}~Cii Ci<C®i't~fei> 
mithin durch Substitution der Werthe von «i, fei, Ci 
Ä-f-C— ^<180“, (7 + ^— i?<180", ^4-J?— C<180“, 
d. h.: In jeder dreiseitigen Ecke beträgt der Ueber- 
schuss zweier Plächenwinkel über den dritten we- 
niger als zwei rechte Winkel. 

Durch Addition der vorigen drei Ungleichungen folgt 
j4 + .B-|-C<3.180“, 

d. h.: In jeder dreiseitigen Ecke ist die Winkel- 
summe kleiner als sechs rechte Winkel. 

Die beiden Sätze, welche hier für die Seiten- und Winkel- 
Fummen einer dreiseitigen Ecke gefunden wurden, lassen sich 
leicht auf Ecken mit beliebig vielen Seiten ausdehnen. Denken 
wir uns nämlich von einem Punkte 0 im Raume n gerade ' 
Linien OA, OB, OG, . . . ON ausgehend und jede derselben mit 
der folgenden durch eine Ebene verbunden, so entsteht eine n- 
seitige räumliche Ecke; über diese könnte man ganz ähnliche 
Betrachtungen wie in § 6 über die dreiseitige Ecke anstellen, 
doch würde die Aufzählung aller nebenliegenden Ecken einige 
Weitläufigkeit verursachen, ohne einen wesentlichen Nutzen zu 
bringen. Man beschränkt sich daher auf die Construction der 
Gegenecke und der Polarecke; die erste ist wiederum der ur- 
sprünglichen Ecke sj'rametrisch gleich; die letztere entsteht auf 
dieselbe Weise wie die Polarecke der dreiseitigen Ecke und 
besitzt ebenfalls die Eigenschaft, dass ihre Kantenwinkel die 
Flächenwinkel der ursprünglichen Ecke zu 180“ ergänzen und 
diiss ihre Flächenwinkel die Supplemente von den Kantenwinkeln 
der anfänglichen Ecke sind. 

Schneidet man eine w-seitige Ecke durch eine Ebene, so 
entstehen m-Dreiecke OAB, OBC, OCD . . . und ein «-Eck 
AB CD , dessen Winkel sämmtlich concav sind, wenn keiner 
der Flächenwiukel bei 0 mehr als 180“ beträgt, was wir im 
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= n . 180“ 


Folgenden voraussetzen. Zugleich bilden sich an jeder der 
Ecken A, B, C . . . drei Winkel, von denen zwei den genannten 
Dreiecken angehören und der letzte in das 
n-Eck fallt; an der Ecke B z. B. sind 
diese Winkel ABO, CBO, ABC, die wir 
der Eeihe nach durch ßi, ß 2 , ßi bezeich- 
nen wollen. Die analoge Bezeichnung 
möge für die übrigen Winkel gelten, 
ausserdem sollen die Kantenwinkel AOB, 

BOC, . . . mit a, b, c, . . . bezeichnet wer- 
den. In den w- Dreiecken ABO, BCO,... hat man nun erst- 
lich die gesammte Winkelsurarae 

u b -j— € .... 

+ «I + yi + — 

+ ^2 "I" ya • • • • 

eitens kann jeder der Punkte .4, B, (7 ... als Scheitel einer 
eiseitigen Ecke betrachtet und auf jede solche Ecke der vorhin 
enaiinte Satz angewendet werden ;'|diess giebt 
«1 + ^ + yi + • . 

-}- «2 + Xä + • ■ 

r , weil die rechts stehende Winkelsumme des 
- 4) B = (m — 2) 180“ beträgt, 

+ «2 - j - /?2 )'2 -}- . . . . 

ich Subtraction dieser Ungleichung von der obigen Gleichung 
gt 

d b -j- c -|“ .... 2 . 180“, 

h.: Die Summe aller Seiten einer beliebigen, nur 
ncave Flächenwinkel enthaltenden Ecke beträgt 
eniger als vier rechte Winkel. Geht die körperliche 
cke in eine Ebene über, so wird die Summe ihrer Seiten 
360“. 

Mittelst der Polarecke folgt daraus ein Satz über die Winkel- 
lunme einer w-seitigen Ecke. Bezeichnen wir nämlich die Win- 
el der gegebenen Ecke mit A, B, C. . die Seiten der Polar- 
ecke mit Ul, bl, Ci..., so ist wegen A ai = B -f . . . 
= 180“ 


«3 -f- ft ys “1“ 


>(» — 2)180”; 


n - Ecks 
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= n . 180», 


-|- Ol -f- + Ci . . . 

woraus bereits folgt 

Ä B C . 
andererseits ei^ebt sich durch 
«1 + + Ci + . . . <C 360» von der obigen Gleichung 

^ + ^+ C+ >(m — 2) 180», 

d. h.: Die Winkelsumme einer n-seitigen, nur con- 
cave Flächenwinkel enthaltenden Ecke beträgt mehr 
als 2m — 4 und weniger als 2n rechte Winkel. 


. .<M. 180»; 

Subtraction der Ungleichung 


§ 8 . 


Die Bestimmung der dreiseitigen Ecke. 


Sowie früher eine Untersuchung über die Anzahl der Stücke 
durcbgeführt wurde, welche zur Bestimmung eines ebenen Drei- 
eckes erforderlich sind, so kann auch bei der aus drei Kanten- 
winkeln (Seiten) und drei Flächenwinkeln (Winkeln) bestehenden 
dreiseitigen Ecke die Frage gestellt werden, wie viele dieser 
Bestandtheile gegeben sein müssen, wenn die Ecke vollständig 
bestimmt sein soll. Zunächst erhellt nun sehr leicht, dass weder 
ein noch zwei Kantenwinkel zur Bestimmung der Ecke ausreichen, 
und es ist daher die nachherige Untersuchung mit dem Falle 
anzufangen, wo sämmtliche Kantenwinkel gegeben sind. Zu- 
nächst müssen wir aber die räumliche Figur beschreiben, an 
welche die späteren Erörterungen geknüpft werden sollen. 

In der dreiseitigen Ecke OABC mögen die Kanten winkel 
(Seiten) durch BOC = a, COA — b, AOB = c bezeichnet 
werden; ON sei ein beliebiger Abschnitt auf der Kante OG 
und NP die Entfernung des Punktes 
N von der Ebene AOB. Durch irgend 
einen Punkt der Geraden NP denke 
man sich eine Normale zur Ebene 
^ AOC gezogen und durch NP und jene 
Normale eine Ebene gelegt; nach § 4 
steht diese Ebene senkrecht auf der 
Kante AO, und wenn L der Durch- 
schnitt beider ist, so sind die Geraden 


Pig. 24. 
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LN und LP winkelrecht zu OA , und folglich ist Z NLP der 
an der Kante OA liegende Flächenwinkel , welcher A heissen 
möge. Auf ähnliche Weise lässt sich eine Ebene construiren, 
welche die Geraden NP in sich enthält und auf der Kante OB 
senkrecht steht, so dass MN und MP rechtwinklig zu OB sind 
und /.MNP der an der Kante OB liegende Flächenwinkel B 
ist. — Diese Construction erleidet nur eine geringe Modification, 
wenn der Fusspunkt der Normale 
NP nicht in den Winkelraum 
AOP, sondern in den Raum eines 
der Nebenwinkel oder des Scheitel- 
winkels von AOB fällt. Liegt 
z. B. P in dem Nebenwinkelraurae 
A' OB, so ist Z NMP das Supple- 
ment des Flächenwinkels an OB, 
wie die Figur zeigt. Aehnlich 
verhält sich die Sache in den 
übrigen Fällen. 

I. Sind die drei Seiten a, b, c gegeben, so kann man die 
Strecke ON willkührlich wählen und einzeln für sich die recht- 
winkligen Dreiecke ONL und ONM (in irgend einer Ebene) 
construiren, da jedes dieser Dreiecke durch die Hypotenuse 
und den einen anliegenden Winkel bestimmt ist; man kennt 
jetzt die Geraden OL, OM und kann sie auf den Schenkeln 
des Winkels AOB abschneiden. Errichtet man weiter in der 
Ebene AOB durch L und M Senkrechte auf OA und OB, so 
schneiden sich diese in einem Punkte P, und hierdurch werden 
die Linien LP, MP bekannt; endlich ist PN eine Normale zu 
der Ebene AOB, mithin kennt man in dem Dreiecke LPN die 
drei Stücke LN, LP, /LPN = 90", und daraus folgt der 
Winkel PLN = A; auf gleiche Weise bestimmt sich das 
Dreieck MPN durch MN, MP, /MPN =90" und daraus 
Z PMN = B. Wäre der Winkel AOC = 6 ein stumpfer 
und /BOC — a ein spitzer wie in Fig. 25, so würde der 
Fusspunkt L auf die Rückverlängerung von OA, mithin P in 
den Nebenwinkelraum A' OB fallen und dann ist Z PMN nicht 
— B, sondern = 180® — P, also B = 180" — /PMN. 


Fig. 25. 
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Aehnlich verhält sich die Sache, wenn h spitz und a stunapf 
ist oder wenn beide Winkel stumpf sind; in jedem Palle aber 
führt die angegebene Construction zur Kenntniss der Pläohcnwinkel 
A und B. Man übersieht auf der Stelle, dass mittelst desselben 
Verfahrens jedes beliebige andere Paar von Fläehen winkeln ge- 
funden werden kann, und dass man also den Satz aussprechen darf : 
Eine dreiseitige Ecke ist durch ihre drei der Grösse 
und Anordnung nach gegebenen Seiten bestimmt. 

Hieraus leitet man unmittelbar den weiteren Satz ab : 
Zwei dreiseitige Ecken, welche dieselben Seiten 
besitzen, sind congruent oder symmetrisch, je 
nachdem die genannten Bestandtbeile in demselben 
oder in entgegengesetztem Sinne aufeinander folgen. 

Ferner gehen aus der obigen Betrachtung noch die beiden 
Sätze hervor: Sind zwei Seiten einer dreiseitigen Ecke 
einander gleich, so sind es auch die gegenüber- 
liegenden Winkel; sind sie ungleich, so steht der 
grösseren Seite der grössere Winkel gegenüber. 

II. Den obigen Ergebnissen reihen sich unmittelbar ana- 
loge Resultate an, wenn man die Polarecke in Betrachtung zieht 
Sind nämlich von einer Ecke die drei Winkel A, B, C gegeben, 
so kennt man die Seiten der Polarecke Ui = 180“ — A, bi = 
180“ — B, Ci — 180“ — C; auf letztere kann man jetzt das 
Obige anwenden und die Winkel Ai, Bi, Ci der Polarecke be- 
stimmen; aus diesen folgen dann die Seiten a = 180“ — Ai, 
J = 180“ — Bl, c = 180“ — Ci der ursprünglichen Ecke. 
Demnach gelten die Sätze: Eine dreiseitige Ecke ist 

durch ihre drei der Grösse und Anordnung nach ge- 
gebenen Winkel bestimmt; ferner: Zwei dreiseitige 
Ecken, welche dieselben Winkel besitzen, sind con- 
gruent oder symmetrisch, je nachdem die genann- 
ten Bestandtbeile in demselben oder im entgegen- 
gesetzten Sinne aufeinander folgen; endlich: Sind 
zwei Winkel einer dreiseitigen Ecke gleich, so sind 
es auch die gegenüberliegenden Seiten, sind sie un- 
gleich, so steht dem grösseren Winkel die grössere 
Seite gegenüber. 
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UI. Wir betrachten jetzt den Fall, wo zwei Seiten b, c 
und der eingeschlossene Winkel A gegeben sind. Wählt man 
wiederum OiV willkührlich und fallt 
in der Ebene des Winkels AOC = b 
die Senkrechte NL, so erhält man 
NL und den Fusspunkt L; an die 
Ebene LON denken wir uns den 
Winkel AOB = c unter dem ge- 
gebenen Neigungswinkel A angelegt 
und erhalten damit den Schenkel 
OB; dass nun die dritte Seite BOC 
bestimmt ist, erhellt bereits aus 
dem Umstande, dass durch OG und OB nur eine Ebene gelegt 
werden kann; es lässt sich dies aber noch genauer nachweisen. 
Errichtet man nämlich in L auf OA eine in die Ebene AOB 
feilende Senkrechte und lässt auf diese das Perpendikel NP 
herab, so ist der Punkt P bestimmt und zugleich sind es die 
Geraden LP, NP; mittelst einer Senkrechten von P auf OB 
findet sich weiter der Punkt M und seine Verbindungslinien 
mit N, 0 und P; in dem Dreiecke OMN kennt man jetzt die 
drei Seiten, mithin auch den Winkel MON = BOC, welcher 
die dritte Seite der Ecke ist. Aus Nr. I. ergiebt sich nun, dass 
auch die Winkel der Ecke aufgefunden werden können, und man 
hat daher den Satz: Eine dreiseitige Ecke ist durch 
zwei Seiten und den zwischenliegenden Winkel be- 
stimmt; daraus folgt weiter: Zwei dreiseitige Ecken, 
welche in zwei Seiten und dem zwischenliegenden 
Winkel übereinstimmen, sind congruent oder sym- 
metrisch, je nachdem die genannten Bestandtheile 
in demselben oder in entgegengesetztem Sinne auf- 
einanderfolgen. 

IV. Durch Betrachtung der Polarecke ergeben sich hieraus 
die entsprechenden Sätze : Eine dreiseitige Ecke ist durch 
zwei Winkel und die zwischenliegende Seite be- 
stimmt; ferner: Zwei dreiseitige Ecken, welche in 
zwei Winkeln und der zwischenliegenden Seite 
übereinstimmen, sind congruent oder symmetrisch, 
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je nachdem die genannten Bestandtheile in dem- 
selben oder im entgegengesetzten Sinne aufein- 
anderfolgen. 

Y. Sind zwei Seiten a, h und ein Gegenwinkel A ge- 
geben, so kann man zunächst wiederam ON willkührlich wäh- 
len und durch die Senkrechten NL und NM die Punkte L, M, 
sowie die Geraden OL, LN und OM bestimmen; in dem Drei- 
ecke LLN kennt man jetzt ausser dem rechten Winkel bei P 
noch LN und Z PLN = A , mithin das ganze Dreieck ; die 
Kathete LP desselben bestimmt mit OL zusammen das bei L 
rechtwinklige Dreieck OLP und dessen Hypotenuse OP; endlich 
sind von dem Dreiecke OPM die Seiten OP, OM und der 
Winkel OMP =90® bekannt, so dass sich die Construction 
desselben ausführen lässt. Hierbei findet aber insofern eine 
Zweideutigkeit statt, als man nicht weiss, ob das Dreieck OPM 
nach der Vorderseite von OP oder nach der entgegengesetzten 
Seite zu gelegt werden soll; in der That bleiben auch alle bis- 
herigen Schlüsse dieselben, wenn 
man sich OB' so gezogen denkt, 
dass Z POB' = Z POB , also 
OM' = OM und PJlf' = PM 
wird. Demnach muss man sagen : 
Durch zwei Seiten und 
einen Gegenwinkel ist eine 
dreiseitige Ecke im All- 
gemeinen zweideutig be- 
stimmt; es folgt daraus : Z w e i 
dreiseitige Ecken, welche 
in zwei Seiten und einem Gegenwinkel überein- 
stimmen, brauchen nicht nothwendig congruent 
oder symmetrisch zu sein. 

VI. Die Betrachtung der Polarecke führt zu den analogen 
Sätzen: Durch zwei Winkel und eine Gegenseite ist 
eine dreiseitige Ecke im Allgemeinen zweideutig 
bestimmt, und: Zwei dreiseitige Ecken, welche in 
zwei Winkeln und einer Gegenseite übereinstimraen. 
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brauchen nicht uothwendig congruent oder sym- 
metrisch zu sein. 

Constructionen zu CayD. II. 


Die iin vorigen Paragraphen angestellten Erörterungen ver- 
anlassen die naheliegende Frage, ob es möglich ist, aus den ge- 
gebenen Bestimmungsstücken einer dreiseitigen Ecke die übrigen 
Bestandtheile durch Construction abzuleiten. «Nun sind zwar die 
Mittel hierzu bereits vollständig in dem Vorigen enthalten; weil 
aber Constructionen im Baume nur gedacht, nicht graphisch aus- 
geführt werden können, so müssen wir jene Constnietionen so 
einrichten, da.ss sie auch in einer Ebene ausführbar sind. 

1. Aus den Seiten einer dreiseitigen Ecke die 
Winkel derselben zu finden. Denkt man sich die Ebene 
des Kantenwinkels AOC = b so lange um die Kante AO ge- 
dreht, bis sie in die Ebene des Fig. 28. 

Winkels AOB = c gelangt, auf 
gleiche Weise BOC um BO, LPN 
um LP und MPN um MP ge- 
dreht und in die Ebene AOB 
niedergelegt, so entsteht eine ebene 
Figur, in welcher die Kante ON 
zweimal und der Punkt N viermal 
vorkommt; es ist nämlich /.LONi 
= b, l MO Nt = a, ON, = ONt, 
ferner PNs senkrecht auf LP, PN,, 
rechtwinklig zu MP, LN, — LNs, 

MNt = MNi, PNs = PN, end- 
lich LPLNi = A und LPMN 
= B. Dies giebt folgende Con- 
struction: man lege die gegebenen WinkelJCiO.4 = h, AOB 
= c, BOCi = « aneinander, nehme von 0 aus auf OC, imd 
OCt zwei gleiche Abschnitte ON, — ON, fillle von N die 
Senkrechte NL auf OA, von N die Senkrechte NM auf OB, 
verlängere diese Perpendikel, bis sie sich in P schneiden und 

ScbI5milcli« Geometrie II. 3. Aufl. 3 
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«onstruire nun zwei rechtwinklige Dreiecke LPNg und MPJS\ 
aus den Katheten LP, MP und den Hypotenusen LN^ = LN^ , 
MNi = MNi\ die Winkel PLN^ und PMN^ sind dann zwei 
Winkel der dreiseitigen Ecke, vorausgesetzt, dass P innerhalb 
des Winkels c fällt. Liegt', dagegen P im Nebenwinkel von c 
auf der Seite des Winkels a, so ist A = 180“ — APLN 3 und 
B = l. PMNi ; liegt P im Nebenwinkel von c nach h hin , so 
hat man A — LPLN 3 und B — 180“ — ZPMNi; fällt end- 
lich P in den Scheitelwinkel von c, so wird A = 180" — /.PLN 3 
und B = 180“ — IPMNi. Eine Probe für die Genauigkeit 
der Clonstruction besteht darin, dass PN» = PNi sein muss. 

Unmöglich wird die Construction, wenn zwei von den Kanten- 
winkeln a, b, c zusammen weniger ab der dritte ausmachen, 
oder wenn a-l-b-f-c>360" bt; man erkennt dies auch bei 
der Construction selbst, sobald man die Winkel a und b nicht 
neben c, sondern in c hinein legt. 

2. Aus den drei Winkeln einer dreiseitigen 
Ecke die Seiten zu finden. Vermöge der Eigenschaften 
der Pobrecke hat man zunächst die Supplemente «i = 180“ — A, 
bl — 180" — B, Ci = 180“ — C ab Seiten einer Ecke zu be- 
trachten, die Winkel Ai, Bi, Gi derselben zu construiren und 
daraus a = 180“ — Ai, b — 180“ — Ai, b = 180“ — Pi, 
c = 180“ — Ci herzuleiten. 

3. Aus zwei Seiten und dem zwischenliegenden 
Winkel eine dreiseitige Ecke zu construiren. Denken 
wir uns die dreiseitige Ecke auf die nämliche Weise wie bei 
der ersten Aufgabe in einer Ebene ausgebreitet, so erhalten wir 
zwar dieselbe Figur; aber mit dem Unterschiede, dass jetzt b, e 
und Z PLN 3 = A gegeben, dagegen a und Z PMN^ = B un- 
bekannt sind; die Construction ist dann folgende. Man legt die 
Winkel b und c neben einander, wählt Ni willkührlich in OC'i, 
fällt auf OA von Ni aus die Senkrechte NiL und verlängert 
sie über L hinaus ; an diese Verlängerung bringt man in L den 
Winkel PLN 3 = A, nimmt auf dem Schenkel LN 3 desselben 
den Abschnitt LN 3 — LNi und lässt von N 3 auf den anderen 
Schenkel das Perpendikel N 3 P herab; nachdem man hiermit den 
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Punkt P bestimmt hat, zieht man durch P die Normale PM- 
zu OB und stellt PNi = PN» senkrecht auf PJlf; der Winkel 
PMNi ist dann = B. Um noch a zu bestimmen, nimmt mau 
auf der Verlängerung von PM die Strecke JtfJV» = MN^, und 
zieht OWg, wodurch der Winkel MONt = a entsteht. Eine 
Probe für die Genauigkeit hat man darin, dass ON^ — ON^ 
sein muss. 

4 . Aus zwei Winkeln und der zwischenliegen- 
den Seite eine dreiseitige Ecke zu construiren. Wie 
bei der zweiten Aufgabe geht man auch hier zunächst auf die 
Construction der Polarecke aus und leitet auf dieser die gesuchte 
Ecke ab. Will man dagegen mit Vermeidung der Polarecke zu 
einer directen Construction gelangen, was bei dem häufigen Vor- 
kommen gerade dieser Aufgabe von Werth ist, so handelt es 
sich darum, innerhalb des gegebenen Winkels AOB = c den 
Punkt P so zu wählen, dass das aus dom Perpendikel PL und 
dem Winkel PLN 3 = A construirte rechtwinklige Dreieck 
eine Kathete PNa erhält, welche der Kathete PL\ in dem auf 
gleiche Weise gebildeten Dreiecke MPNi gleich ist. Man er- 
reicht diess auf folgende Weise. An die Schenkel AO und BO 
lege man nach Aussen die gegebenen Winkel A nud B au, 
ziehe ferner zu OA eine be- 
liebige ausserhalb liegende Pa- 
rallele und zu PO eine Paral- 
lele, welche von BO dieselbe 
Entfernung hat, wie die erste 
Parallele von AO\ fällt man 
von den Durchschnitten S und 
T der Winkelschenkel und der 
Parallelen auf OA und OB die 
Senkrechten SU und PP, so 
sind diese gleich. Man ziehe 
ferner in der Entfernung OU 
eine Parallele zu OA innerhalb des Winkels AOB, ebenso eine 
Parallele zu OB in der Entfernung 0 V. Beide Parallelen schnei- 
den sich in einem Punkte P, von diesem lässt man auf OA und 
OB die Senkrechten PL und PM herab und construirt die recht- 

3 * 


Fig. 



Lt-.i-’ 


Digilized by Google 


3« 


winkligen Dreiecke PLN^ und PMNi mit den Winkeln PLNi 
— AAOS = A, /.PMNi = /.BOT — B; diese Dreiecke 
sind den Dreiecken UOS und VOT congruent, mithin PN 3 = 
PNi, weil US = VT. Der weitere Verlauf der Construction 
besteht nun darin, dass man PL verlängert und aus L mit 
dem Halbmesser LN 3 einen Kreisbogen beschreibt, welcher 
die verlängerte PL in Ni schneidet, dass man ferner auf 
analoge Weise den Punkt iVj bestimmt imd schliesslich 
ONi und ONi zieht, wo nun /AONi = et, /BONt = b 
sein muss. Als Constructionsprohe dient die Gleichheit von 
ONy und ON». 


5. Aus zwei Seiten und einem Gegenwinkel 
eine dreiseitige Ecke zu construiren. Sind et, b und 
A gegeben, so kann man zunächst mit b imd A ganz dieselbe 
Construction wie in Nr. 3. vornehmen und hierdurch die Lage 
des Punktes P, sowie OL und LP bestimmen; um nun weiter 
Z AOB = c zu finden, bedarf es der Constniction des Vierecks 
OLPM, von welchem vier Bestandtheile (OL, LP, Z OLP = 
Z OMP = 90“) schon bekannt sind und also nur noch einer, 
nämlich OAf, fehlt. Letztere Gerade wird erhalten, wenn man 
das im Baume befindliche rechtwinklige Dreieck OMN irgendwo 

in der Ebene der Figur 
construirt, und es geschieht 
dies am bequemsten auf 
die Weise, dass man LO 
über 0 hinaus verlängert, 
an die Verlängerung den 
Winkel a anlegt und das 
rechtwinklige Dreieck OQR 
construirt, worin / BOQ 
— a und OQ = ONy ist; 
die Kathete OB ist dann 
der Grösse nach = OM. 
Beschreibt man jetzt über 
OP als Durchmesser einen Kreis und aus 0 mit OB als Halb- 
messer einen zweiten Kreis, so schneidet dieser den ersten Kreis 
in zwei Punkten M, M' und es würde nun ebensowohl OLPM 


Fig. 30. 
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als OLPM' das gesuchte Viereck sein, in welchem Z LOM — c 
oder Z LOM' = c ist. Legt man Z ROQ = a an OM oder 
an OM', so hat man wie in Nr. 1. die drei Seitenwinkel der 
Ecke nebeneinander und kann jetzt die noch fehlenden Winkel 
der Ecke bestimmen. 

Die Constmction giebt im Allgemeinen zwei Auflösungen, 
und zwar sind beide möglich , wenn OR <C OP ist ; wäre da- 
gegen OR = OP, so würden die beiden Kreise sich nicht 
schneiden, sondern im Punkte P berühren, und dann existirt nur 
eine Auflösung ; endlich für OR > OP haben beide Kreise kei- 
nen Punkt gemein und dann wird die Aufgabe unmöglich. 

G. Aus zwei Winkeln und einer Gegenseite eine 
dreiseitige Ecke zu construiren. Wie bei den Aufgaben 
2. und 4. constrairt man zunächst die Polarecke und leitet aus 
dieser die gesuchte Ecke ab. 


I 

u 
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ZWEITES BUCH. 

Vollständig von Ebenen begränzte 
Kaumgebilde. 


Cap. III. 

Die Gestalten ebenflächiger Körper. 


§ 9- 

Pyramide, Prisma und Prismatoid. 

.Jedes von Flächen vollständig begränzte Raumgebilde heisst 
ein Körper; sind die ßegränzungsflächen sammt und sonders 
Ebenen, wie wir dies für jetzt voraussetzen, so wird der Körper 
ein Polyeder genannt; die Durchschnitte je zwei aneinander- 
stossender Begränzungsebenen heissen seine Kanten, die Durch- 
schnitte der Kanten seine Ecken und die an den Ecken von 
den Kanten gebildeten Winkel seine Kanten winke 1. 

I. Zu dem einfachsten Polyeder gelangt man dadurch, 
dass man einen von drei. Ebenen gebildeten körperlichen Winkel 
mittelst einer vierten Ebene durchschneidet; der entstehende 
Körper heisst eine dreiseitige Pyramide und enthält vier 
dreieckige Begränzungsebenen, sechs Kanten und vier Ecken. 
Die in der schneidenden Ebene liegende Begränzungsfläche kann 
man die Grundfläche oder Basis der Pyramide nennen, den 
Scheitel des durchschnittenen körperlichen Winkels ihre Spitze 
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und die Senkrechte von der Spitze auf die Basis ihre Höhe. 
In ähnlicher Weise entsteht eine mehi'seitige Pyramide, wenn 
ein mehrseitiger Körperwinkel von einer Ebene durchschnitten 
wird ; ist der Körpeiwinkel aus n Ebenen gebildet, so heisst die 
Pyramide n-seitig und enthält n -f- 1 Gränzflächen (n Dreiecke 
und ein «-Eck), 2w Kanten und n \ Ecken (eine w-seitige 
und n dreiseitige); die übrigen Benennungen bleiben dieselben. 

Aus der obigen Eiitstehungsweise der Pyramide folgt von 
selbst, durch welche Stücke eine Pyramide bestimmt ist. Denkt 
man sich zunächst den körperlichen Winkel an der Spitze ge- 
geben (etwa durch Zusammensetzung mehrerer dreiseitiger Körper- 
winkel, von denen jeder einzelne bestimmt sein muss) , so muss 
noch die Lage der schneidenden Ebene fixirt werden ; hierzu sind 
drei Punkte auf drei von der Spitze ausgehenden Kanten, d. h. 
die Längen dreier in der Spitze zusammenlaufender Kanten er- 
forderlich. 

Statt die Grundfläche gegen die Spitze zu orieutiren, kann 
man auch umgekehrt die Basis als bekannt voraussetzen und die 
Ls^e der Spitze gegen die Basis feststellen. Dies ist auf meh- 
rere Arten möglich ; entweder bestimmt man eine Kante der 
Grösse und Richtung nach, wo dann der Anfangspunkt der be- 
treffenden Kante eine Ecke der Basis und der Endpunkt die 
Pyramidenspitze ist, oder man sieht die Spitze der Pyramide 
als Spitze eines Dreieckes an, dessen Gnindlinie eine Seite der 
Basis ist und dessen Ebene gegen die Grundfläche geneigt ist, 
oder endlich man betrachtet die Spitze der Pyramide als Durch- 
schnitt dreier an die Basis gelehnter Ebenen. Im ersten Falle 
wird die Pyramide durch ihre Grundfläche, eine nach der Spitze 
gehende Kante und durch den körperlichen Winkel bestimmt, 
welchen die aufsteigende Kante mit den zwei sie schneidenden 
Grundkanten bildet; im zweiten Falle bedarf es ausser der 
Basis noch des Neigungswinkels einer Seitenfläche und zweier 
Stücke derselben ; im dritten Falle müssen die Grundfläche 
und die Neigungswinkel dreier an sie stossenden Seitenflächen 
gegeben sein. 

Aus diesen Grundzügen sind die Bedingungen für die Con- 
gruenz oder symmetrische Gleichheit zweier Pyramiden leicht 
herzuleiten, indem man beachtet, dass zwei in den hinreichenden 
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Bcstimmungsstücken übereinstimmende Pyramiden congrnent oder 
symmetrisch gleich sind, je nachdem die in Betracht gezogenen 
Bestandtheile in derselben oder in entgegengesetzter Ordnung 
aufeinanderfolgen. Schneidet man eine Pminide durch eine zur 
Basis parallele, zwischen Spitze und Grundfläche gelegte Ebene, 
so zerfällt die PvTamide in eine kleinere PjTamide und in einen 
zweiten Körper, welcher abgestumpfte Pyramide genannt 
wird. Die Vergleichung der grösseren und kleineren Pyramide 
zeigt, dass die Grundkanten beider parallel laufen (weil jede 
Ebene von zwei Parallelebcnen in parallelen Geraden geschnitten 
wird), und dass folglich die gleichnamigen Begräuzungsflächen 
beider Pyramiden ähnliche Figuren sind, während die Kanten- 
und Flächenwinkel in beiden PjTaniiden dieselben sind*). 

II. Hält man in einer abgestumpften Pyi-amide von be- 
liebig vielen Seiten die beiden Parallelebenen fest und entfernt 
die Spitze mehr und mehr von jenen Ebenen, so nähern sich die 
nach der Spitze gebenden Kanten mehr und mehr der parallelen 
Lage ; nach Eintritt der letzteren hat man eine Schaar paralleler 
Geraden, welche durch Ebenen verbunden und von zwei Parallel- 
ebenen geschnitten sind ; der so entstehende Körper heisst ein 
Prisma, und zwar ein «-seitiges, wenn jenes System paralleler 
Geraden aus n Geraden besteht. Das »f-seitige Prisma enthält dem- 
nach « -f- 2 Begränzungsfläcben, '6 n Kanten und 2« dreiseitige 
Ecken; die beiden parallelen Begränzungsflächen sind congruente 
«-Ecke, von denen man das eine die Basis des Prisma’s und 
deren Entfernung man die Höhe desselben zu nennen pflegt, die 
übrigen n Seitenflächen sind Parallelogramme. 

Um ein Prisma zu bestimmen, muss man erstens die Basis 
und zweitens eine der (von der Basis nach der Gegenfläche ge- 
zogenen) parallelen Kanten ihrer Grösse und Lage nach an- 
geben; die erste Bestimmung ist die eines Vieleckes; die zweite 
geschieht auf die Weise, dass man aus irgend welchen Stücken 

*) Mnii kann auf diese Bemerkung die Lehre von der A cli nli chk ei t 
der Pyramiden (und öherliaupt der Polyeder) gründen, welche wir aber nur 
andeuten, da ihr hei weitem nicht jene 'Wichtigkeit zukommt wie der Lehre 
von der -Achnliehkeit der Dreiecke. 
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den körperlichen Winkel bestimmt, den die betreffende Kaute 
mit den zwei ihr begegnenden Grundkanten bildet und auf der 
ihrer Kichtuug nach somit bestimmten Kante ihre gegebene 
Länge abträgt. Zwei aus denselben Stücken construirte Prismen 
sind congruent oder sjinmetrisch gleich, je nachdem die Bestand- 
theile beiderseits in gleicher oder entgegengesetzter Ordnung an- 
einander gereiht sind. 

Ausser dem dreiseitigen Prisma verdient noch dasjenige 
vierseitige Prisma erwähnt zn werden, dessen Basis ein Painl- 
lelogramm ist; es heisst ein Parallelepipedon. Die gegen- 
überliegenden Seitenflächen desselben sind congment und parallel; 
jeder Ecke liegt eine andere so gegenüber, dass beide keine Kante 
gemein haben, je zwei solcher Gegenecken sind symmetrisch 
gleich. Die Verbindungslinie der Scheitel zweier Gegenecken 
heisst eine Diagonale des Parallelepipedons und es giebt 
vier solcher Diagonalen. Diese schneiden und halbiren sich 
gegenseitig in einem Punkte; jede durch zwei Diagonalen be- 
stimmte Ebene heisst eine Diagonalebene des Parallel- 
epipedons. 

III. Denkt man sich in jeder von zwei Parallelebenen 
ein Vieleck construirt und 
zwar in der einen Ebene 
das »«-Eck ABCD . . . , 
in der anderen da.s «-Eck 
A'B'C'D' . . . , so lässt 
sich durch jede Seite des 
einen und durch jede Ecke 
des anderen Polygones eine 
Ebene legen. Von der Seite 
AB ausgehend, erhält man 
zunächst die n Ebenen 

ABA', ABB', ABC, ABD', etc., 
ferner, wenn man mit der Seite BC anfängt, die «-Ebenen 
BCA', BGB', BCC, BGB’, etc. 
und indem man auf diese Weise alle m Seiten des Polygones 
ABGD... benutzt, gelangt man zu mn Ebenen. Ferner lässt 
sich jede der n Seiten A'B', B'C, CB', etc. mit jedem der 
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m Punkt« A, B, C, B, etc. combiniren, und hierdurch entstehen 
die nm Ebenen 

A’B’A, A'B'B, A'B'C, etc. 

B'C'A, B'C'B, B'C'C, etc. 

U. 8. W., 

80 dass im Ganzen 2mn Verbindungsehenen zwischen beiden 
Vielecken hergestellt werden können. Unter diesen befinden sich 
»i + n äussere Ebenen, welche die übrigen zwischen sich fassen ; 
diese Ebenen betrachten wir als Seitenflächen, die gegebenen 
Polygone als Grundflächen eines Körpers, welcher Prismatoid 
heissen möge. Die Figur zeigt die Gestalt des Körpers für den 
Fall w = 4, « = 3, und dabei ist der mittlere Querschnitt 
PQRSTÜV angeben worden, um die sieben Seitenflächen deut- 
licher hervortreten zu lassen. Ein Prismatoid, dessen Grund- 
flächen ein w-Eck und' ein «-Eck sind , besitzt hiernach 7ti -f- n 
Ecken, m -\-n-\-2 Begränzungsebenen und 2 {m -f- «) Kanten. 

Will man die stereometriseben Gebilde mit planimetrischen 
vergleichen, so entspricht von den hier aufgeführten Körpern die 
Pyramide dem Dreieck, das Prisma dem Parallelogramm, das 
Prismatoid dem Trapez. 


§ 10 . 

Allgemeine Eigenschaften der Polyeder. 

Die Formen der Polyeder sind so unendlich mannichfaltig, 
dass es ein überaus mühsames und überdies wenig Nutzen 
bringendes Geschäft sein würde, all' die verschiedenen Körper- 
formen aufzählen zu wollen, welche bei dem Durchschnitte von 
vier, fünf, sechs u. s. w. Ebenen entstehen können; wir unter- 
lassen daher eine solche Discussion und geben dafür die Ent- 
wickelung solcher Gesetze, welche entweder allen Polyedern oder 
wenigstens einer sehr umfassenden Classe derselben zukommen. 

Im Folgenden bezeichne c die Anzahl der Ecken eines 
Polyeders, f die Gesammtzahl seiner Begränzungsflächen , h 
die Anzahl der Kanten, w die Anzahl der von den Kanten ge- 
bildeten Winkel; es ist dann unsere nächste Aufgabe, den Zu- 
sammenhang zwischen e, f, k und tv aufzufiuden. 
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Für die dreiseitige Pyramide ist e = 4, /■ = 4. fc = 6, 
mitbin 

1) e f = k 2. 

Denken wir uns an eine solche Pyramide ABCI) eine zweite 
A'B'C'D' entweder nach aussen oder nach innen, aber jedenfalls 
so angesetzt, dass die Flächen ABC und A'B'C sich decken, 
so hat das neue Polyeder eine Ecke D' mehr als das vorige; 
die beiden zusammenfallenden Flächen ABC pig. 32. 
und A'B'C zählen nicht als Seitenflächen, O 

und daher bilden die acht Seitenflächen beider 
Pyramiden nur einen sechsseitigen Körper, d. h.: 

Die Anzahl der Seitenflächen ist gegen früher 
um zwei gewachsen; endlich sind drei neue 
Kanten AJ)', BD', CD' hinzugekommen. Da 
nun 1 + 2 = 3, so wachsen beide Seiten der 
Gleichung 1) um gleichviel; mithin besteht 
jene Gleichung nicht nur für die dreiseitige Pig. 33. 
Pyramide, sondern auch für den neueren Kör- 
per. Denkt man sich an letzteren wieder eine 
dreiseitige Pyramide angesetzt, deren Basis mit 
einer der Seitenflächen zusammenfällt, so wird 
nochmals e um 1, f um 2, fc um 3 vermehrt; 
mithin gilt auch für den neuen Körper die Glei- 
chung 1. Es leuchtet augenblicklich ein, wie diese 
Schlüsse fortgesetzt werden können, und dass 
hiernach bei jedem nur von Dreiecken begränzten Polyeder e-\-f = 
k-\-2 sein muss. Um diesen Satz auf andere Polyeder auszu- 
dehneu, stellen wir uns vor, der Flächenwinkel zwischen zwei be- 
nachbarten dreieckigen Seitenflächen, z. B. BCD und BCD', gehe 
in einen gestreckten Winkel über. Die Anzahl der Ecken bleibt 
dabei ungestört, die Anzahl der Seitenflächen vermindert sich um 
die Einheit, weil jene zwei Seitenflächen zu einer einzigen zu- 
sammenfallen ; gleichzeitig nimmt die Anzahl der Kanten um die 
Einheit ab. weil die gemeinschaftliche Kante jener Seitenflächen 
aufliört Kante zu sein und zur Diagonale der neuen Seitenfläche 
wird. Da nun beide Seiten der Gleichung = k-{-2 um 

gleichviel, nämlich um die Einheit vermindert werden, so bleibt 
die Gleichung ungestört, d. h. sie gilt auch für Polyeder, deren 




Digitized by Google 


44 


Seitenflächen theils Dreiecke, theils Vierecke sind. Ferner kann 
naan eine viereckige Seitenfläche mit einer benachbarten drei- 
eckigen zusammenfallen lassen, indem man den zwischenliegenden 
Flächenwinkel = 180® werden lässt. Wiederum nehmen jetzt 
/’ und k gleichzeitig um die Einheit ab; mithin gilt die Eela- 
tion e -j- /■ = k -\-2 auch für Polyeder , an denen fünfeckige 
Seitenflächen Vorkommen. Die Fortsetzung dieser Schlüsse zeigt 
augenblicklich, dass die genannte Gleichung bei allen Polyedern 
richtig bleibt, deren Seitenflächen irgend welche Vielecke sind. 

Noch müssen wir eine Ausnahme erwähnen, welche der 
vorige Satz erleiden kann, und wir gehen deshalb auf den An- 
fang der durchgeführten Betrachtung zurück. Wenn die Grund- 
flächen ABC und A'B'C der beiden aneinandergesetzten drei- 
seitigen Pyramiden sich nicht völlig decken, so wächst die An- 
zahl der Ecken um mehr als die Einheit, auch gehen nicht zwei 
Seitenflächen verloren, sondern nur eine, und daher nimmt f um 
3 zu, endlich beträgt der Zuwachs von k jedenfalls mehr als 3. 

Fig. 34. So ist z. B. in der Figur: e = 8, 

/■ = 7 , k = 8 und e-\- f nicht = 
& -j- 2. Das Gemeinschaftliche aller sol- 
chen Ausnahmsfälle besteht darin, dass 
ringförmig durchbrochene Seitenflächen 
Vorkommen, nach deren Wegnahme das 
Polyeder in zwei getrennte Theile zer- 
fällt. Der obige Satz ist daher auf 
solche Polyeder einzuschränken, deren 
Oberfläche auch nach Wegnahme irgend einer Seitenfläche eine 
uuuuterhrochene Eeihenfolge gewöhnlicher Vielecke darstellt. 
Derartige Polyeder heissen Euler’ sehe Polyeder, uud die für sie 
geltende Gleichung e f = k 2 nennt man den Euler’- 
schen Satz von den Polyedern. 

Um eine Eelation zwischen k und tv zu erhalten, genügt 
folgende Bemerkung. Zählt man die Gesammtmenge der Seiten 
aller hegränzenden Vielecke, wobei jede dreieckige Seitenfläche 
mit drei Seiten, jede viereckige mit vier Seiten u. s. w. in 
Eechnung gebracht wird, so hat man jede Kante zweimal ge- 
zählt, weil sie zwei verschiedenen Begränzungsflächen als Seite 
angehört; die Gesammtmenge aller Vielecksseiten ist daher 2k. 
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Jedes begränzte Vieleck enthält ebensoviel Seiten als Winkel 
und letztere sind die Kantenwinkel des Polyeders, man hat 
folglich 

2) tv = ‘2 k oder k = {w. 

Hieran knüpfen sich die Gesetze, nach denen sich die grösste 
und kleinste Menge von Kanten und Ecken bestimmt, welche 
ein Polyeder von gegebener Flächenzahl haben kann. Wir be- 
merken zuerst, dass jede Begränzungsfiäche des Polyeders min- 
destens drei Winkel zählen, also lo'^Zf sein muss; vermöge 
der Gleichung 2. folgt hieraus k^^f. Da ferner jede Ecke 
wenigstens drei Kantenwinkel enthält, so ist w^Ze oder ver- 
möge des Werthes von lo, Aus der letzten Ungleichung 

folgt, wenn e = k-{-2 — f gesetzt wird, k^Zf — 6, also mit 
dem vorigen zusammen 

3) l/’<*<3/‘— 6. 

Hieraus ergeben sich Gränzen für c , wenn e f — 2 für 
k substituirt wird; der erste Theil der Ungleichung liefert 
e > 2 -f- der zweite e-^2f — 4 ; also ist zusammen 

4) 2 + if^e^2f—4. 

Mittelst der Ungleichungen 3. und 4. in Verbindung der 
Gleichung 1. lässt sich entscheiden, wie viel Polyeder mit einer 
vorgeschriebenen Anzahl von Seitenflächen existiren können. Fragt 
man z. B. nach den möglichen Sechsflächnern, so ist f = 6, 
5<e<8, 9<&<12; demnach kann 

“ ~ e = 5, 6, 7, 8 

gesetzt werden, und es sind 

* = 9, 10, 11, 12 

die zugehörigen, nach der Formel k = e-\-f — 2 berechneten 
Werthe von k. 


§ 11 . 

Die regelmässigen Polyeder. 

Regelmässig heisst ein Polyeder, wenn seine sämmtlicheu 
Seitenflächen congruente regelmässige Vielecke und alle seine 
Körperwinkel gleich sind. Beide Bedingungen können gleich- 
zeitig nur in wenigen Fällen erfüllt werden, weil einerseits die 
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an jeder Ecke befindlichen Kantenwinkel zusammen weniger als 
360 aasmachen müssen und andererseits mindestens drei Kanten- 
winkel zur Bildung einer Ecke gehören. 

Sollen die Seitenflächen reguläre Dreiecke sein, so ist jeder 
Kantenwinkel = 60"; drei, vier oder fünf Winkel von 60" ge- 
ben zusammen jedesmal weniger als 360", dagegen ist 6 . 60" = 
360", 7 . 60" > 360® u. s. w., und es können daher aus gleich- 
seitigen Dreiecken nur drei regelmässige Polyeder zusammen- 
gesetzt werden. 

Sind die Seitenflächen Quadi'ate, so ist jeder Kantenwinkel 
= 90“; drei derselben geben eine Summe <360", bei vier 
oder mehr Winkeln von 90" ist keine Ecke mehr möglich; es 
giebt daher nur ein von Quadraten umschlossenes r^läres Polyeder. 

Sind die Seitenflächen regelmässige Fünfecke, so beträgt 
jeder Kantenwinkel 108"; drei dieser Winkel machen zusammen 
weniger, vier aber mehr als 360" aus, und es ist daher nur ein 
regelmässiges Polyeder mit fünfeckigen Seitenflächen möglich. 

Bei dem regulären Sechseck, Siebeneck u. s. w. werden die 
Kantenwinkel so gross, dass schon die Summe von drei Kanten- 
winkeln eben so viel oder noch mehr als 360" beträgt; es sind 
also nur fünf reguläre Polyeder möglich, die sich auf folgende 
Weise näher charakterisiren lassen. 

Wird jede Ecke des Polyeders von drei Winkeln des gleich- 
seitigen Dreiecks gebildet, soist«;=3/'=3e oder = 
3/' und 2k = 3e; nimmt mau die Gleichung e -j- /’ = k-\-2 
hinzu, so ergeben sich die Werthe 

/• = 4, e = 4, i = 6; 

dieser Körper ist nichts anderes als die reguläre dreiseitige Py- 
ramide, das sogenannte Tetraeder. 

Stossen in jeder Ecke vier Winkel des gleichseitigen Drei- 
ecks zusammen, so hat mau w — 3f — ie oder 2k — 3f 
und 2 k = 4e, und durch Verbindung mit e f — ä 2 

/■ = 8, e = 6, yfc = 12; 

dieser von acht gleichseitigen Dreiecken begränzte Körper heisst 
das Oktaeder. 

Ist jede Ecke aus fünf Winkeln des regulären Dreiecks zu- 
sammengesetzt, so muss w = 3f — be oder 2k = 3f und 
2k = 5e sein; mit e -{- /' = k-\-2 verbunden giebt dies 
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f = -20, c = 12, k = 30; 

dieser von zwanzig gleichseitigen Dreiecken eingeschlossene Kör- 
per heisst das Ikosaeder. 

Wird jede Ecke des Polyeders von drei Winkeln des Qua- 
drates gebildet, so ist w = ■if = 3e oder 2k = 4/ und 
2k — 3e, woraus durch Verbindung mit e -(- /’ = /c -f 2 folgt 
/■ = 6, e = 8, & = 12 ; 

dieser von sechs Quadraten eingeschlossene Körper ist der Wür- 
fel (Hexaeder, Cubus). 

Wenn endlich zu jeder Ecke des Polyeders drei Winkel 
eines regelmässigen Fünfecks gehören, so hat man w = bf = 
3e oder 2k = bf und 2k = 3e; durch Hinzunahme der Glei- 
chung e f — fc + 2 ergiebt sich 

f = 12, e — 20, k = 30; 

dieser von zwölf regelmässigen Fünfecken begränzte Körper heisst 
das Dodekaeder. 

Man bemerkt übrigens eine eigenthümliche Reciprocität in 
den angegebenen Zahlen; das Oktaeder und Hexaeder sind näm- 
lich insofern verwandt, als die Eckenzahl des einen Körpers 
gleich der Flächenzahl des anderen und folglich die Kantenzahl 
in beiden dieselbe ist; auf gleiche Weise entspricht dem Iko- 
saeder das Dodekaeder; das Tetraeder dagegen steht für sich 
allein, weil bei ihm die Anzahl der Flächen mit der Menge der 
Ecken übereinstimmt. 


§ 12 . 

Fortsetzung. 

Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen bedürfen in 
doppelter Hinsicht einer Vervollständigung; einerseits wurde nur 
auf die Congruenz der regelmässigen Seitenflächen des Polyeders 
Rücksicht genommen, und die Frage, ob daraus auch die Gleich- 
heit aller Körperwinkel folge, noch unbeantwortet gelassen, an- 
dererseits ist bis jetzt zwar die Möglichkeit regulärer Körper, 
keineswegs aber die Wirklichkeit derselben gezeigt worden, und 
es bedarf dieses Nachweises um so mehr, als nicht unmittelbar 
anschaulich klar ist, auf welche Weise z. B. zwölf Fünfecke oder 
zwanzig Dreiecke zu einem regulären Körper zusammengefügt 
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werden können. Beide Forderungen erledigen wir gleichzeitig 
durch folgende Betrachtungen. 

Das Tetraeder. Das gleichseitige Dreieck, welchem die 
Seitenflächen des Tetraeders congruent werden sollen, sei ABC 
Fig. 35. und M der Mittelpunkt des demselben um- 

schriebenen Kreises, also MA == MB — 
MC-, errichtet man auf der Ebene des Drei- 
eckes in M eine Normale, bestimmt auf der- 
selben den Punkt B so, dass AB = AB, 
und zieht noch BB und CB, so sind die 
Dreiecke AMB, BMB, CMB aus zwei 
Seiten und dem eingeschlossenen Winkel 
CB = BB = AB und folglich auch 
= AB = BC = CA. Der entstandene Körper hat also sechs 
gleich grosse Kanten, diese bilden vier gleichseitige Dreiecke als 
Seitenflächen; endlich sind die Köriierwinkel bei A, B, C und 
B gleich, weil jeder von drei gleichen Kantenwinkeln gebildet 
wird. Die entstandene dreiseitige P 3 Tamide ist folglich das Tetraeder. 

Das Hexaeder. Wenn ABCB das Quadrat ist, über wel- 
chem der Würfel construirt werden soll, so denke man sich durch 
die vier Seiten AB, BC, CB, BA Ebenen 
senkrecht zur Ebene des Quadrates errichtet und 
durchschneide dieselben mittelst einer parallel 
zu ABCB in der Entfernung AE — AB ge- 
legten Ebene; aus den bekannten Eigenschaf- 
ten des Prisma’s folgt dann sehr leicht, dass 
der entstandene Körper ein Würfel sein muss. 

Das Oktaeder. Enichtet man auf der Ebene eines rech- 
ten Winkels in dessen Scheitel eine Normale, so erhält man zu- 



Fig. 37. 



nächst drei aufeinander senkrechte Ge- 
rade; auf jeder von ihnen schneiden 
wir nach beiden Seiten hin dieselbe 
Strecke OA = OA' = OB = OB' 
— OC = OC ab und verbinden C 
sowohl als C' mit AB, BA', A'B' 
und B'A durch Ebenen. Der ent- 
standene Körper lässt sich als eine 
Zusammensetzung von acht dreiseitigen 
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Pyraraiii(m {OÄliC, OliA'C u. s. w.) anseheii, diese Pmmideii 
sind einander coii"ruent, folglich alle Kanten gleich und die 
Seitenflächen congruente regelmässige Dreiecke. .Jeder vierseitige 
Körperwinkel besteht aus vier dreiseitigen Körperwinkeln, welche 
in jenen acht Pyramiden Vorkommen und dalier congrueiit sind; 
daraus folgt sofort die Gleicljheit aller Köi'perwinkel und mithin 
die Regelmä-ssigkeit des Körpers. Wäre die Grösse einer Kante 
Ali — AC vorgeschrielien , so würde man den Abschnitt OA 
aus der Bemerkung finden, dass OA. die Seite eines Quadrates 
bihlet. von welchem Aü die Diagonale ist. 

Das Dodekaeder. An ein regelmässiges Fünfeck AliCDE 
kann man sich fünf ihm congruente Fünfecke dergestalt ängesetzt 
denken, dass an jeder Ecke des Ursprung- Pig. 38. 

liehen Fünfecks ein Ivörperwinkel ent- 
steht, welcher aus drei ICantenwinkeln 
von f08" gebildet ist. unter denen einer 
mit einem Winkel des Fünfecks zu- 
saimnenfallt; man erhält auf die.se Weise 
eine hohle Oberfläche von .sechs Seiten 
mit congmenten l^lächen und Winkeln. 

Denkt man sicli dieselbe Fläche wieder- 
holt construirt. so passen die ausspringen- 
den Spitzen der einen in die einsjiringenden Winkel der anderen 
Oberfläche, und indem man beide Oberflächen auf diese Weise 
vereinigt, erhält man den von zwölf regulären Fünfecken be- 
gränzten Ivörper, dessen Winkel gleich sind, weil sie immer von 
denselben drei Kantenwinkeln gebildet werden. 

Das Ikosaeder. Um zunächst einen aus fünf gleichseitigen 
und gleichgeneigten Dreiecken bestehen- 
den Ivöi’perwinkel zu erhalten, denken 
wir uns ein regelmässiges Fünfeck 
A'B'CB'E' . im Mittelpunkte 0 des 
ilim umschrieljenen Kreises eine Nor- 
male auf der Ebene A'B'CB’E' er- 
richtet und auf dieser ein Stück OE 
so abgesebnitten , dass A'E' = A' B' 
mit A', B', C, B' und E', so besitzt 
fünfseitige Körperwinkel die verlangten 

Schient lieh. Geometrie IS. 3. Aafl. 



ist; verbindet man F' 
der bei ¥' entstehende 
Eigenschaften. Sei nun 
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weiter ABC ein gleichseitiges Dreieck und an jeder Ecke des- 
selben ein dem Winkel bei F' congruenter fünfseitiger Körper- 


Fig. 40. 


Winkel constniirt, deren Kanten sämmt- 
lich die Länge AB haben, so entsteht 
eine aus zehn gleichseitigen Dreiecken 
zusammengesetzte hohle Oberfläche mit 
gleichen Körperwinkeln. Eine zweite, die- 
ser congruente Oberfläche kann mit der 
ersten zu einer ununterbrochenen Fläche zu- 
sammengefügt werden, indem man jeden 
dreiseitigen Winkel der einen Oberfläche 
an einen zweiseitigen Winkel der anderen 
legt; man erhält damit einen von zwanzig regelmässigen Drei- 
ecken begränzten, mit gleichen Winkeln versehenen Körper, 
also das Ikosaeder. 



Constructioiieri zu Oap. III. 


Denkt man sich eine Seitenfläche irgend eines Polyeders 
um eine ihrer Kanten gedrelit, bis sie mit einer benachbarten 
Seitenfläche in eine Ebene zusammenfällt, und wendet man die- 
ses Verfahren gleichförmig auf jede nächstfolgende Seitenfläche 
an, so kann man zuletzt alle Seitenflächen in eine Ebene nieder- 
legen; die so entstehende Figur, welche alle Seitenflächeu des 
Körpers in ihrer wahren Grösse darstellt, heisst das Netz des 
Polyeders. Schneidet man dasselbe aus einem ebenen Material 
von geringer Dicke und biegt die einzelnen Seitenflächen durch 
Drehung um ihre Kanten so weit auf, dass die entsprechenden 
Kanten des Netzes aneinanderstossen , so erhält man einen Kör- 
per, welcher als Modell des Polyeders dienen kann. Die Her- 
stellung solcher Netze, wenn die nöthigen Bestimmungsstücke 
des Körpers gegeben sind, bildet im Allgemeinen den Gegenstand 
der folgenden Constructionen. 


1 . 

wenn 


Eine dreiseitige Pyramide zu construiren, 
die drei in der Spitze 0 zusammenlaufenden 
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Kanten AO, BO, CO und die von denselben einge- 
schlossenen Kantenwinkel a, b, c gegeben sind. Denkt 
man sich die drei Seiten- rig. 41. 

flächen BOC, COA, AOB in 
1 eine Ebene, etwa in die Ebene 
AOB, auf die nämliche Weise 
• umgelegt, wie dies in den Con- 

! structionen zu Cap. II geschehen 

ist, und die Basis ABC um AB 
: gedreht, bis sie in dieselbe Ebene 

lallt, so erscheint die Ecke C 
: in drei Lagen Ci, Ci, C^, und 

zwar ist OCi = OCi = OC, 

ACi = ACg, BCi = BCi\ die letztere Bemerkung führt un- 
mittelbar zu folgender Construction : Man lege die gegebenen 
Kantenwinkel so aneinander, dass Z AOB = c, Z AOCi — b, 
Z BOCi = a ist, nehme OA, OB, OC\ = OCi den gegebenen 
Kanten gleich, ziehe AB, ACi, BCi und construire über AB 
als Grmidlinie das Dreieck ABCs mit den Schenkeln AC 3 — 
ACu BCi = BCi. 

2. Eine dreiseitige Pyramide aus ihren sechs 
J Kanten AB, BC, CA, AO, BO, CO zu construiren. Die 

Betrachtung des vorigen Netzes giebt folgende Auflösung: man 
construirt zunächst das Dreieck AOB und über den Seiten des- 
selben die Dreiecke aus den Seiten ACi = AC, OCi = OC, 

BCi = BC, OCi = OC, ACi = ACi und BCs = BCi. 

\ 

3 . Eine dreiseitige Pyramide zu construiren, 

wenn ihre Basis und die Winkel A, B, C gegeben 
sind, welche die Grundfläche mit Fig. 42. 

den nach der Spitze gehenden 
Seitenflächen einschliesst. Nen- 
nen wir ABC die Grundfläche, S die 
Spitze und denken uns die Seitenflächen 
ABS, BCS, CAS in die Ebene ABC 
umgelegt, so kommt die Spitze S in drei 
Lagen Si, Si, S 3 vor, und zwar so, dass 
ASi = ASi = AS, BSi = BS, = 

i* 
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ns , CSi = CS -2 = cs , ist. Von dem dreiseitigen Körper- 
winkel bei C kennt man drei Bcstandtlieile, nämlicli den Kantcn- 
winkel ACB = c und die anliegenden Neigungswinkel A, B ; 
daraus lassen sich die beiden übrigen Kantenwinkel herleiten 
(Nr. 1 in den Constructionen zu Cap. 11) und man erhält da- 
durch Z ACSi und Z BCSy. Durcli wiederholte Anwendung 
derselben Construction ergeben sicli die Kantenwinkel CBS\ und 
ABSi\ das Dreieck BCSi ist jetzt aus einer Seite und den an- 
liegenden Winkeln bestimmt; wegen BS^ — BSi und CS^ = 
CSi kennt man von den Dreiecken AB Sa und ACSa jedesmal 
zwei Seiten und den einge.schlossenen Winkel und somit ist die 
Construction leicbt zu beendigen. 

t. Eine Ji-seitige Pyramide zu construiren, 
wenn ibre Basis, eine nach der Spitze gehende 
Kante und der dreiseitige Körperwinkel gegeben 

sind, welchen jene Kante 
mit den sie schneidenden 
zwei Grundkanten bildet. 
Die Basis der Pyramide sei 
ABC DE, ihre Spitze S-, denkt 
man sich von S auf ABCDE 
eine Senkrechte SF (die Höhe 
der Pyramide) construirt und von 
F auf die Kanten AB, BC, CD, 
DE die Perpendikel FG-, FH, 
FI, FK, FL herabgelassen, so 
sind die Ebenen SFG, SFH, 
SFI, SFK, SFL normal zu den 
entsprechenden Kanten, und ebenso stehen die Geraden SG, SH, 
SI, SK, SL senkrecht auf den nämlichen Kanten. Legt man 
eine der Seitenebenen, etwa ABS, in die Ebene der Basis nie- 
der, indem man sie um AB dreht, 'so beschreibt die Spitze S 
einen Kreis, dessen Ebene normal zu AB und identisch mit der 
Ebene SFG ist; nach geschehener Umlegung fallen daher die 
Geraden FG und SG in eine Gerade FGSi zusammen, welche 
senkrecht auf AB steht. Da.sselbe Verfahren kann man auf die 
übrigen Seitenflächen an wenden, die Spitze S erscheint dann in 


Fig. 43. 
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n verscbiedeneii Lagen <S’i, S^, ä» etc., und zwar ist dabei einer- 
seits JiSi = BSi, CSi = CS3, I)Si = DSi u. s. w. , an- 
dererseits sind die Geraden FSi, FSi, FSi'etc. senkrecht zu 
den entspi'echenden Kanten AB, BC, CI) etc. Kennt man nun 
die Basis ABCDE, die Länge einer Seitenkante BS und den 
Körperwinkel an B, so lassen sich zunächst die ausser /.ABC 
noch an B vorhandenen zwei Kanteuwinkel ABS und CBS 
coiistniireu , wenn sie nicht direct gegeben sein sollten; le^ 
man sie an AB und CB, so dass / ABS^ — / ABS, / CBSi 
= Z CBS, und nimmt BSi — BS^ = BS, so erhält man 
zunächst die Punkte Si und S^, sowie die Seitenflächen ABSi 
und CBSi. Um die übrigen Seitenflächen zu finden, lässt man 
von Si und S^ auf AB und CB die Perpendikel SiC und 
SiB herab, deren Durchschnitt den Punkt F giebt; fällt man 
weiter von F auf CB die Senkrechte FI und durchschneidet 
sie mit einem aus C mit dem Halbmesser CS^ beschriebenen 
Dogen, so bestimmt sich der Punkt 63, sowie die Seitenfläche 
CBSs; die Senkrechte FK und ein aus B mit BSi beschrie- 
bener Dogen liefern dann Si u. s. w. Eine Constructionsprobe 
liegt darin, dass die letzte Kante der ereten, im vorliegenden 
Palle ASi = AS,, sein muss. ^ 

5. Eine w-seitige Pyramide zu construiren, 
wenn ihre Dasis, ihre Höhe // und der Pusspunkt 
der letzteren gegeben ist. Bei der vorigen Betrachtmig 
war SF die Höhe der Ppamide und die Geraden SC, SH, 
SI . . . stellten die Höhen der einzelnen dreieckigen Seitenflächen 
ABS, BCS, CBS . . . dar; die Dreiecke SFG, SFII, SFIcte. sind 
sämmtlich bei F rechtwinklig und SG, SII, SI etc. die Hypo- 
tenusen derselben; man kann daher diese Linien constniiren, 
rvenn die allen Dreiecken gemeinsame Kathete SF und die Per- 
pendikel FG, FH, FI etc. bekannt sind. Hieraus ergiebt sich 
folgende Construction : von dem gegebenen Pusspunkte F fälle 
man auf alle Seiten der gegebenen Basis ABCBE die Senk- 
rechten FG, FH, FI etc. und nehme auf den Verlängerungen 
derselben GS, gleich der Hypotenuse eines aus den Katheten 
und FG gebildeten rechtwinkligen Dreiecks, HS^ gleich der 
Hyiwtenuse eines rechtwinkligen Dreiecks aus den Katheten h 
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und FH etc.; Si verbinde man nachlier mit A und B, ebenso 
St mit B und C etc. Eine Constructionsprobe liegt darin, dass 
BSi = BSi, CSi — CSs, DSa = DSi u. s. w. sein muss. 

6. Das Netz des Tetraeders. Wenn eine Kante die- 
ses regulären Körpers gegeben ist, so kennt man alle Kanten 
und erhält nun dadurch, dass man das Tetraeder als regelmässige 
dteiseitige PjTamide betrachtet und demgemäss die in Nr. 2. ge- 
gebene Construction für AB = BC = CA = AO — BO 
= CO anwendet, sogleich die gesuchte Figur. 

7. Das Netz des Würfels. Man denkt sich zunächst 
die Ebene FFGH in die Ebene EFBA gedreht und nachher 
die vier auf AB CD senkrechten Ebenen in die Ebene von 
ABCD umgelegt; die entstandene Figur ist das Netz und be- 
steht aus sechs in Form eines Kreuzes aneinander liegenden 
Quadraten, deren Seiten der gegebenen Wfirfelkante gleich sind. 

8. Das Netz des Oktaeders. Das Oktaeder lässt sich 
als Zusanamensetzung zweier über derselben quadratischen Grund- 
fläche nach entgegengesetzten Seiten hin construirten vierseitigen 
Pyramiden ansehen, deren Seitenflächen reguläre Dreiecke sind; 
das Netz für die Mantelfläche der einen PjTamide besteht daher 
aus vier gleichseitigen Dreiecken, welche fächerförmig neben- 
einander gelegt sind. Zwei solcher Figuren geben das Netz des 
ganzen Körpers; will man dasselbe in einem Stücke haben, so 
braucht man die beiden Fäclier nur so zu legen, dass eine 
Aussenkante des einen mit einer Aussenkante des anderen zu- 
sammenfällt, also die Mittelpunkte beider Fächer nach entgegen- 
gesetzten Seiten liegen. 

9. Das Netz des Dodekaeders. Die eine Hälfte von 
der Oberfläche des Körpers besteht aus einer regelmässig fünf- 
eckigen Basis, an welche sich fünf congruente Seitenflächen an- 
lehnen : denkt man sich letztere in die Ebene der Basis nieder- 
gelegt, so erhält man das halbe Netz zusammengesetzt aus einem 
regulären Fünfeck, über dessen Seiten congruente regelmässige 
Fünfecke beschrieben sind. Zwei derartige sternförmige Figuren 
bilden das ganze Netz, welches man dadurch in zusammen- 
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hängender Gestalt bekommt, dass man eine Aussenkante der 
einen Figur mit einer Aussenkante der anderen zusammenfallen 
lässt. 


10. Das Netz des Ikosaeders. Denkt man sich den 
Körper auf einer Spitze stehend (wie in der Figur zu § 12), 
so darf man ihn als aus drei Haupttheilen zusammengesetzt an- 
sehen; das Mittelstück enthält zehn gleichseitige Dreiecke und 
an demselben sind oben und unten zwei fünfseitige Pyramiden 
angefügt. Die Abwickelung des mittleren Theiles giebt ein 
Netz von zehn gleichseitigen Dreiecken, die so nebeneinander 
liegen, dass sie ein Parallelogramm ausfüllen, dessen längere 
Seite das Fünffache der kürzeren Seite ausmacht und mit ihr 
einen Winkel von 60“ eiuschliesst. In die Ebene dieses Paral- 
lelogramms kann man die Seitenflächen der genannten zwei fünf- 
seitigen Pyramiden niederlegen, sie erscheinen dann als zehn 
gleichseitige Dreiecke, von denen fünf auf der einen und fünf 
auf der anderen von den beiden längeren Seiten des Parallelo- 
gramms aufgesetzt sind. Nach diesen Angaben wird man die 
Figur leicht entwerfen können. 


Cap. IV. 

Die Vergleichung und Ausmessung der Polyeder. 


§ 13. 

Die Oberflächen der Polyeder. 

Da sämmtliche Begiänzungsflächen eines Polyeders ebene 
Vielecke sind und die Fläche jedes derartigen Vielecks sehr leicht 
ermittelt werden kann, so hat es auch nicht die mindeste 
Schwierigkeit, die gesammte Oberfläche eines Polyeders zu be- 
stimmen. Dies lässt sich auf zweierlei Weise erreichen, durch 
Coustruction und durch Rechnung. Will man das Erste, so 
braucht man nur das Netz des gegebenen Körpers zu entwerfen, 
und man gelangt hierzu im Allgemeinen dadurch, dass man das 
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Polyeder als eine Zusaimueustellung von Pyramiden betrachtet 
und die Seitenflächen der letzteren in eine Ebene ausbreitet. 
Die Fläche des Netzes, welches zum vorliegenden Zwecke nicht 
aus einem einzigen zusammenhängenden Kigurencomplex zu be- 
stehen braucht, ist dann der Oberfläche des Körpers gleich und 
kann nöthigentalls zu einem einzigen Vielecke zusammengezogen 
werden {Thl. I, § 13). 

Will man sich der llechnung bedienen, so müssen zunächst 
so viel Bestand theile des Polyeders gen^'ssen werden . dass jede 
Begränzuiigsrtäche bestimmt ist, worauf man die früher zur 
Flächenberechmuig der Vielecke gegebenen Formeln in Anwen- 
dung bringt. So ist z. B. ein Parallelepipudon, dessen Flächen- 
und Kautenmnkel sammt und sonders rechte Winkel sind, durch 
seine drei in einer Ecke zusammenstossenden Kanten bestimmt; 
nennen wir letztere a, h, c, so besteht die gesuchte Oberfläche 
S zunächst aus drei Rechtecken mit den Seitcni a und b, b 
und c, c und «, sowie aus drei ferneren, den genannten Recht- 
ecken congruenten Begräiizungsflächen ; man hat daher 
S = 2 (rt b -j- b c -f- c rt). 

Eine dreiseitige Pyramide ist durch ihre sechs Kanten 
bestimmt, die wir so bezeichnen wollen, dass a, b, c die in 
einer Ecke zusammenstossenden Kanten und «i , b, , c, die gegen- 
überliegenden Kanten bedeuten ; die Oberfläche der Pyramide be- 
steht aus vier Dreiecken, und wenn wir zur Abkürzung unter 
dem Symbol /\{fyh) die Fläche eines aus den Seiten /, (/, h 
constrairten Dreiecks verstehen, so ist 

S =:= ^ (ttbci) /\ {bc(ii) {c(f'hi') (^^ibiCj), 

wo jeder Summand nach Formel l.'). auf Seite 73 des ersten 
Theiles bestimmt wird. 

Die gesammte Oberfläche einer abgestumpften Pyramide be- 
steht aus drei Ilaupttheilen , aus der Fläche der vieleckigen 
Basis, aus der Fläche der hierzu paiullelen und ähnlichen Be- 
gränzungsebene , endlich aus den Flächen einer Reihe von Tra- 
pezen ; hiernach ist die Berechnung der Oberfläche sehr 
leicht. Eben so wenig Schwierigkeiten bietet die Bestimmung 
der Oberfläche eines Prismatoides. 
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S 14. 

Vergleichung der Volumina von Parallelepipedeu 
und Prismen. 

Ueber zwei in einer Ebene liegenden congruenten Parallelo- 
gniniinen AISCT) und A'B'C'B“ , deren gleichnamige Seiten 
sich in paralleler Lage befinden, denken wir uns zwei • Parallel- 
epipede von gleichen Höhen errichtet; die den Ginmdflächen 
parallelen und gleichen Begriinzungsflächeii EFGH und E'F'G'H' 
liegen dann in einer Ebene; erweitern wir ferner die Ebenen 
BCGF, ADHE und ebenso D'G'G’H' bis zu ihren 

gegenseitigen Durchschnitten, so entsteht ein neues Parallelepiped 
BQRSTÜVW, welches sich mit jedem der beiden ursprüng- 
lichen Parallelepipede vergleichen lässt. Das vierseitige Prisma, 
dessen Basis ABTE und 
dessen (iegenfläche BQÜF 
ist, kann nämlich mit dem 
vierseitigen Prisma , wel- 
ches DSWH zur Basis 
und CliVG zur Gegen- 
fläche hat, durch blosse 
Verschiebung zur Deckung 
gebracht werden ; beide 
Prismen enthalten daher 
denselben körperlichen Kaum, sie sind inhaltsgleich. Nimmt 
man von beiden das ilmen gemeinschaftliche Prisma weg, wel- 
ches DPTH zur Basis und CQUG zur Gegenfläche hat, so 
bleiben gleiche Volumina übrig; diese sind aber nichts Anderes 
als die körperlichen Räume der Parallelepipede ABCDEFGH 
und FQIIHTUVW\ nuin hat daher Vol. ABCDEFGH = 
No\. BQRSTIJVW. Eine völlig analoge Betrachtung giebt 
zu erkennen, d;iss das Wol. A'B' CD' E'F'G' IT wiederum = 
\o\. PQltSTUVW ist, und es folgt daraus der Satz: Paral- 
lelepipede von congruenten Grundflächen und glei- 
chen Höhen besitzen gleiche Volumina. 

Denkt man sich durch die Geraden AB, BC, CD, DA 
Ebenen senkrecht zur Ebene des Parallelogrammes ABCD ge- 
stellt und schneidet dieselben durch eine Ebene, welche ABCD 
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parallel in einer Entfernung gleich der Höhe des Parallelepipedes 
ABCDEFGH gelegt ist, so hat das neu entstandene Parallel- 
epiped wieder dasselbe Volumen wie ABCDEFGH, unterschei- 
det sich aber dadurch, dass die Neigungswinkel seiner Seiten- 
flächen gegen die Basis rechte Winkel sind; nennen wir ein 
solches Parallelepiped ein gerades, so können wir sagen: 
Jedes schiefe Parallelepiped lässt sich in ein ge- 
rades von congruenter Basis, gleicher Höhe und 
gleichem Volumen verwandeln. 

lieber dem Parallelogramme ABCD stehe ein gerades Pa- 
rallelepiped von der Höhe AH, BE sei || AF und senkrecht 


Fig. 45. 


ZU CD, über dem Kechtecke ABEF 
sei ein neues Parallelepiped von der- 
selben Höhe AH construirt, so sind 
die über den Dreiecken BCE und 
ADE stehenden dreiseitigen Prismen 
congruent und folglich von gleichem 
Inhalte; nimmt man von dem Paral- 
lelepipede über ABCD das erste jener 
Prismen weg und setzt dafür das 
zweite zu, so hat sich in dem Volu- 
men nichts geändert, gleichzeitig ist aber aus dem einen Paral- 
lelepiped das andere geworden, d. h.: Jedes Parallelepiped 
kann in ein anderes mit rechteckförmiger Basis, 
von gleicher Höhe und gleichem Inhalte verwandelt 
werden. 

Die vorige Bemerkung, dass gerade dreiseitige Prismen 
congruent sind, wenn sie über congruenten Grundflächen stehen 
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und gleiche Höhe besitzen, führt noch 
einen Schritt weiter; zieht man nämlich 
durch einen Punkt D in der Diagonale 
MN eines Kechtecks BMFN Parallelen 
zu den Seiten des letzteren und construirt 


von gleichen Höhen, so ist das Prisma 
über ADN congruent dem Prisma über GND, ebenso das Prisma 
über CDM congruent dem über EDM ; nimmt mau von dem 
über BMFN mit derselben Höhe coustmirten Parallelcpipede 
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einerseits die Prismen über ADN und CDM, andererseits die 
Prismen über GDN und EDM weg, so müssen über den Kecbt- 
ecken ABCD und DEFG gleiche Volumina übrig bleiben, 
d. h.: Gerade Parallelepipede besitzen gleiche Vo- 
lumina, wenn sie über flächengleichen Rechtecken 
mit denselben Höhen construirt sind. 

Ist das Rechteck ABCD gegeben, so kann man bekannt- 
lich die Figur so einrichten, dass DEFG zu einem Quadrate 
wird; dies giebt den Satz: Jedes beliebige Parallepiped 
lässt sich schliesslich in ein anderes verwandeln, 
welches eine gleich grosse quadratische Basis und 
mit dem ersten gleiche Höhe und gleichen Inhalt 
besitzt. 

Die obigen Theoreme sind leicht auf dreiseitige Prismen 
zu übertragen, wenn man eine Vergleichung zwischen dem In- 
halte eines Parallelepipedes und eines Prisma’s anstellt. Zu 
diesem Zwecke denken wir uns vorerst durch die Endpunkte 
einer Kante AE des beliebigen schiefen 
Prisma’s AliCEFG Normalebenen zu .42!.’ 
gelegt, welche die Kanten des Prisma’s oder 
deren Verlängerungen in den Punkten B', 

C, F', G' schneiden, und construiren das 
neue gerade Prisma AB'C'EF'G’. Die 
Entstehung des letzteren können wir uns 
auch so vorstellen, als ob von dem ursprüng- 
lichen Prisma die vierseitige Pyramide 
ABCC'B' weggenommen und nachher die vierseitige Pyramide 
EFGG'F' zugesetzt worden wäre; beide Pyramiden sind aber 
aus nahe liegenden Gründen congruent, mithin ist durch die 
genannten Operationen nichts an dem Volumen geändert worden, 
d. h. Prisma ABCEFG = Prisma 
AB'C'EF'G'. Zerlegt man nun ein belie- 
biges schiefes Parallelepiped AB CDEFGH 
durch die Diagonalebene ACGE in zwei 
Theile, so sind letztere dreiseitige schiefe 
Prismen, die sich nicht unmittelbar ver- 
gleichen lassen, weil sie nicht zur Deckung 
gebracht werden können; dagegen ist aber 
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die vorliiu beseliriebeue Uniwaudlung auf jedes der beiden Pris- 
men auAveudbar und mau erhält dadurcli zwei gerade Prismen 
(AB'C'EF'G' und entsprechend AD'C'EH'G'), welche Avirk- 
lich congrueut und folglich von gleichem Volumen sind. Da 
nun das Letztere auch von den schiefen Prismen ABCEFG 
und ADCEHG gelten muss, so hat man den Satz: Jedes 
dreiseitige Prisma kann als die Hälfte eines Paral- 
lelepipedes angesehen Averden. 

Zufolge dieses Theorems gelten die für Parallelepipede auf- 
gestellten Sätze auch für dreiseitige Prismen und dürfen noch 
auf beliebig AÜelseitige Prismen ausgedehnt werden, Aveil jedes 
vielseitige Prisma durch Diagonalebenen in dreiseitige Prismen 
zerlegt werden kann ; das Endresultat dieser leichten Untersuchung 
besteht in dem allgemeinen Satze: Beliebig vielseitige 
Prismen von gleichen Höhen und inhaltsgleichen 
Grundflächen besitzen gleiclie Volumina*). 

*) Dass sich veriuittelst dieses Satzes jedes Prisma in ein inhalts- 
gkiche.s Prisma von gleicher Höhe und tjuadratischer Basis, d. h. in ein 
Paralleleidped, verwandeln lässt, ist im Ilaume eine ähnliche Er.-icheiming, 
wie die Transformation der Vielecke zu Kechtccken und Quadraten in der 
Ebene; Avollte man diese Anahigie Aveiter iuhi-eu, so müsste mau noch das 
rechtwinklige Parallelepi])ed in einen Würfel A’erAvandeln und zuletzt einen 
Würfel constmiren, der zwei gegebenen Würfeln zusammen an Inhalt gleich 
ist. Diese beiden Aufgaben, von denen die erste der Verwandlung des 
üechtecks in ein Quadrat entsprechen und die zweite das stereometrische 
tieitenstück zum Pythagoräischen Satze sein würde, sind aber durch keine 
Oonstniction lösbar, welche nur mit geraden Linien und Kreisen uperirt; 
du Grund ergiebt sich aus § 17. Sind nämlich a, b, e die Kanten des 
gegebenen rechtwinkligen Purallelei)iiieJcs und bezeichnet * die Kante des 
gesuchten Würfels, so ist für die erste Aufgabe 

a-’ = ahe oder x = \/abc; 

für die zweite .Aufgabe mögen a, b und s die Kanten der ZAvei gegebenen 
und des gesuchten Würfels liedcuten, es muss dann sein 

z“ = a'* + 6’ oder z = \/ «■’ + 0“. 

Pcide Aufgaben haben Das miteinander gemein, dass ihre Lösungen die 
(Jonstniction einer CubikAvurzel erfordern, da aber die auf S. 89 des ersten 
Tlicilcs verzcichneten Constructionen , d. h. die Fundamente aller mit Ge- 
raden und Kreisen ausführbaren Oonstrnctiouen , nur QuadratAvurzeln ent- 
lialten. so reichen diese Constructionen zur Lösung der obigen Probleme 
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§ 15. 

Inhaltsbestimmung der Parallelepipede und 
Prismen. 

Wenn auf der Höhe eines rechtwinkligen Parallelepipedes 
melirerere gleiche Strecken nach einander aufgetragen sind und 
durch den Endpunkt jeder Strecke eine Parallelebene zur Basis 
gelegt wird, so zerfällt der Körper in eine Pai^tie kleinerer 
Panrlleiepiiwde, unter denen alle diejenigen congruent, mithin 
auch gleichen Inhalts siiul, deren Höhen jener Strecke gleich 
kommen; bleibt aber nach mehrmaliger Abtragung der erwähn- 
ten Strecke auf der Höhe ein Rest kleiner als die Strecke, so 
ist auch das zugehörige Parallelepiped von ge- 
ringerem Volumen als die übrigen congraenten 
Parallelepipede. Hieraus folgt unmittelbar, 
dass zwei über derselben Basis errichtete 
rechtwinklige Parallelepipede sich ebenso oft 
von einander wegnehmen lassen wie ihre Höhen, 
dass folglich auf ihre Volumina ganz dieselben 
Operationen angewendet werden können, welche mit den Höben 
vorgenommen werden müssen, wenn das Verhältniss der Höhen 
zu ermitteln ist (Thl. I, §§ It und 15). Da nun gleiche 
Operationen zu gleichen Resultaten führen, so muss das Ver- 
hältniss der Volumina beider Parallelepipede einerlei mit dem 
Verhältnisse ihrer Höhen sein, d. h. : Die Volumina zweier 
über derselben Grundfläche stehenden rechtwink- 
ligen Parallelepipede verhalten sich wie die Höhen 
der Körper. 

Wir betrachten ferner zwei Paiullelepipede von gleichen 
Höhen, aber verschiedenen Grundflächen ABCD und DEFG. 
Denken wir uns dieselben so aneinander gelegt, dass DE in 
AD und DG in CD fällt, so bilden die Durchschnitte der 


Fig. 49. 



nicht mehr bin, man würde im Gegentheile andere krumme Linien von min- 
der einfachen BildungsgCKetzen zu Hülfe nehmen müssen. — Für b = a 
winl die zweite .\ufgabe zu dem historisch berühmt gewordenen Delischen 
Probleme von der Verdoppelung des Würfels. 
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Pig. 50. 
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Übrigen Seiten ein Kechteck CDEH, über welchem wir uns 
gleichfalls ein Parallelepiped von derselben Höhe construirt vor- 
stellen. Der Kürze wegen heisse P das 
Volumen des mit der Basis AB CD ver- 
sehenen Parallelepipedes, Q das Volumen 
des Parallelepipedes mit der Basis DEFG 
und R das Volumen des neuen Parallel- 
epipedes. Nun lassen sich P und R als 
Volumina zweier über dei'selben Basis 
ABKI mit den Höhen AD und ED 
construirten Parallelepipede ansehen und es ist daher nach dem 
Vorigen 

P.R = AD: DE; 

ferner können Q und R als Volumina zweier über der Basis 
FGLM mit den Höhen DG und DC construirten Parallel- 
epipede betrachtet werden, weshalb 

Q:R = DG: DC; 

durch Verbindung beider Proportionen ergiebt sich: 

P:Q = AD .DC: DE. DG, 

d. h.: Die Volumina zweier rechtwinkligen Paral- 
lelepipede von gleichen Höhen verhalten sich wie 
die Producte aus den die Grundflächen bestimmen- 
den Seiten. 

Sind endlich zwei Parallelepipede ABCDEFGH und 
A' B' C D' E' F’ G' ir vorhanden, welche weder in den Grund- 

Fig. 51. 
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flächen noch in den Höhen übereinstimmen , so kann man ein 
drittes Parallelepiped construiren, welches die Grundfläche von 
ABCDEFGH zur Basis und mit A' B' C D' E' F' G' H' gleiche 
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Höhe hat, und nun das neue Parallelepiped mit jedem der 
früheren vergleichen; es ist dann erstlich 

ABCDEFGH-.PQBSTUVW = AEiPT = AE-.A'E', 
zweitens 

A'B'C’D'E'F’Ü'H' : PQRSTUVW = A'B ’ . A'D’ : PQ . PS 

= A’B'.A'D':AB.AD, 
folglich durch Verbindung beider Proportionen , 
ABCDEFGU-.A’B’C'D'E'F'G'H' 

= AB. AI). AE: A'B' . A'D' . A'E', 
d. h.: Die Volumina zweier rechtwinkligen Paral- 
lelepipede verhalten sich wie die Producte der drei 
sie bestimmenden Kanten. 

Unter der Ausmessung irgend eines Volumens versteht 
man die Ermittelung des Verhältnisses, in welchem dasselbe zu 
einem für immer bestimmten Volumen steht, und zwar ist letz- 
teres das Volumen des aus der Längeneinheit construirten Wür- 
fels; dabei möge das Verhältniss irgend eines Volumens zu dem 
erwähnten Würfelvolumen (der sogenannten Volumeneinheit) 
die Inhaltszahl jenes ersten Volumens heissen. Für das recht- 
winklige Parallelepiped wird sie durch den vorigen Satz be- 
stimmt, wenn man A'B' = A'D' = A'E' gleich der Längen- 
einheit nimmt; in der Gleichung 

ABCDEFGH _ AB ^ AE 
ÄFC'iyE'E'G'H' ~ A'B' ' A'Z»' ' A'E' 
bedeutet dann der linker Hand befindliche Quotient das Ver- 
hältniss des Volumens ABCDEFGH zur Volumeneinheit, d. h. 
die Inhaltszahl des Parallelepipecles , welche P heissen möge; 
rechter Hand ist die Längenzahl der Geraden AB, welche 

AI) 

mit a bezeichnet werden soll, ebenso die Längenzahl h von 
AE 

AD, und 2'^ die Längenzahl c von AE-, man hat jetzt 

P = ahc, 

d. h.: Die Inhaltszahl eines rechtwinkligen Paral- 
lelepipedes ist das Product aus den Längenzahlen 
seiner drei in einer Ecke zusammenstossenden 
Kanten. 

Schreibt man ah.c für alc, so bedeutet ah die Flächen- 
zahl der Basis und dann lautet der Satz: Die Inhaltszahl 
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eines rechtwinkligen Parallelepijiedes ist das Pro- 
duct aus der Flächenzahl seiner Basis indieLängeu- 
zahl seiner Höhe. 

Da jedes schiefe Prisma von beliebig vielen Seiten in ein 
gerades dreiseitiges Prisma, und letzteres dadurch in ein recht- 
winkliges Parallelepiped verwandelt worden kann, dass man die 
Basis des Prisma’s in ein gleich grosses Rechteck umsetzt, so 
folgt aus dem vorigen Satze noch der allgemeinere : Die In- 
haltszahl eines ganz heliehigeu Prisma’s ist das 
Product aus der Plächenzahl seiner Basis in die 
Längonzahl seiner Höhe. 




S 1(>. 

Inhaltsbestimmung der Pyramiden. 


Wir betrachten zunächst eine dreiseitige Pyramide OABG, 
deren Basis die Fläche // und deren Höhe die Länge h besitzen 
möge; die letztere sei in eine Anzahl, etwa m, gleicher Theile 
getheilt und durch jeden Theilpunkt eine Ebene parallel zur 
Basis ABC gelegt, so dass der Körper in eine Reihe abgestumpf- 
ter Pyramiden und in eine kleine ähnliche Pyramide zerfällt; 

die Flächen der einzelnen in den Höhen — , 2 — , 3 ~ . . . lie- 

n n n 


genden Schnitte sollen </*, t/s . . . . heissen, wobei ein 
blosser Punkt, also = 0 ist. Construiren wir nun Prismen, 
deren Gnindflächcn der Reihe nach <j, f/,, g* . . . . «/„-i , deren 

gemeinsame Höhe = * ist und deren parallele Kanten einer 
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der P}Tamidenkanten, etwa OA, parallel 
laufen, so entsteht ein Körper mit trepj)en- 
förmiger Begränzung, der die Pyiumide 
umschliesst und folglich ein grösseres Vo- 
lumen als letztere enthält; es ist daher, 
wenn P das Volumen der Pyramide heisst, 

P<H „ +ffi ,7 „ + •••+ . 9 .- 1 7 - 

oder 

<C (.9 + !h + + . . • -j- 9a — i) ~ • 


t 

i 
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Andererseits lässt sich ein ähnlicher Körper dadurch construiren, 
dass man der Reihe nach r/i, als Grundllächen 

der Prismen nimmt, wobei das letzte dieser 
Prismen in einer blossen Geraden besteht, 
also keinen Inhalt besitzt; dieser zweite 
Körper ist gänzlich in der Pyramide ent- 
halten , mithin von kleinerem Volumen, 
folglich 

T) h f fi I Ji I I /i 

P>fh -- -r f/i - -f 1/3 + 1/u -1 

oder 

^ Xl/i + //ü + i/3 + + i/n - 1) * • 

Jeder der Schnitte </,, g^ ist aber ein der Basis 

ähnliches Dreieck und es verhalten sich die Flächen beider wie 
die Quadrate ähnlich liegender Seiten oder auch wie die Qua- 
drate ihrer Airstände von der Spitze; man hat daher, wenn g^ 
irgend einen jener Schnitte bezeichnet. 



Die Einführung dieses Worthes (für x = 1, 2, 3 ... « — 1) ver- 
wandelt die obigen Ungleichungen in die folgenden 

(n-lp-i-(n-2p + (n-3)«:t-... + P 

gn. 

Die Differenz der rechts befindlichen Ausdröcke, d. h. der 
Inhalte des umschriebenen und eingeschriebenen Körpers, ist 

mithin um so kleiner, je grösser n gewählt wird; lassen 

wir n unausgesetzt wachsen, so hat diese Differenz die Null zur 
Gränze, d. h. die Volumina des umschriebenen und des einge- 
schriebenen Körpers nähern sich einer und dei’selben Gränze, 
welche keine andere als das Volumen der Pyramide sein kann, 
weil dieses immer zwischen jenen enthalten bleibt. Man hat 
daher 
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P = dem Gränzwerthe von 


«‘ + (n — l)* + ... + 2ä + p 


d. i. nach einem bekannten arithmetischen Satze*) 

F 

oder in Worten; Die Inhaltszahl einer dreiseitigen 
Pyramide ist der dritte Theil von demProducte der 
Flächenzahl ihrer Basis in die Längenzahl ihrer 
Höhe. 

Hieraus folgt unmittelbar, dass alle dreiseitigen Pyramiden 
von inbaltsgleichen Grundflächen und gleichen Höhen auch 
gleiche Volumina besitzen, ferner, dass das Volumen einer Py- 
ramide als der dritte Theil von dem Volumen eines Prisma’s 
betrachtet werden kann, welches dieselbe Basis und die nämliche 


Pig. 35. 



Höhe besitzt. Dies lässt sich auch geome- 
trisch nachweisen. Zieht man nämlich in 
dem Prisma ABCDEF die Diagonalen AE, 
AF und BF, so haben zunächst die Pyra- 
miden FABE und FADE gleiche Grund- 
flächen und Höhen; von diesen lässt sich die 
letztere als Pyramide ADEF betrachten und 
sie besitzt dann gleiche Höhe und Grundfläche 


•) Ans der Gleichung (p + 1)“ — p‘ = 3p* + 3p + 1 folgt zunächüt 
(p+ 1)’ — p*>3p*: 

weil ferner p* — (p— 1)’ = 3p* — (3p — 1), so ist für jedes mehr als i 
betragende positive p auch 3p — 1 positiv , folglich 
p»-(p-l)“<3p*; 

stellt man beide Ungleichungen in der Form 

(P + D’ -y > 3p* >P* - (p - D“ 

zusammen, setzt der Reihe nach p = 1,2, 3... n und addirt alle so ent- 
stehenden Beziehungen, so folgt 

(n -1- 1)* — 1 > 3 (1* -f 2* -t- 3* -h . . . + n*) > n* 
und durch Division mit 3n’ 




Für unendlich wachsende >i hat — die Null zur Gränze, die beiden Grössen, 

zwischen denen der fragliche Quotient enthalten ist, fallen zusammen und 
es bleibt daher 

lä+2'^4.3» + ... 

Granzwerth von -s = i> 

wovon oben Gebrauch gemacht wurde. 
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mit FABC. Nennt man diese ABCF, so hat sie wieder 
gleiche Basis und Höhe mit ABEF oder FABE, d. h. mit 
der ersten von den genannten Pyramiden. Das Prisma ABCDEF 
zerfallt demnach in die mit gleichen Grundflächen und Höhen, 
folglich auch inhaltsgleichen dreiseitigen Pyramiden ABCF, 
ABEF und ADEF*). 

Die Inhaltsbestimmung einer mehrseitigen Pyramide ist 
leicht auf die Inhaltsbestimmung der dreiseitigen Pyramide zu- 
rückzuführen, wenn man die vieleckige Basis in Dreiecke zerlegt 
und jedes Dreieck als Grundfläche einer dreiseitigen Pyramide 
ansieht, deren Spitze mit der Spitze der vielseitigen Pyramide 
zusammeuf&llt. Nennen wir Ai, A2, A3 . . . die Flächen der 
einzelnen Dreiecke, h die gemeinsame Höhe aller Pyramiden 
und P das Volumen der vielseitigen Pyramide, so ist 
P = i AiÄ -|- J; Ajfe -|- ^ A3A -j- . . . . 

oder 

0 = \ (Al -)- As A 3 A; 

hier ist Ai -f A* + A3 + . . . gleich der Fläche der Basis, 
also wenn dieselbe g heisst, 

1 ) P = igh. 

Demnach ist die Inhaltszahl einer mehrseitigen 
Pyramide wiederum der dritte Theil von dem Pro- 
ducte aus der Flächenzahl ihrer Basis in die Längen- 
zahl ihrer Höhe, und es knöpft sich daran die Folgerung, 
dass überhaupt Pyramiden von inhaltsgleichen Grundflächen und 
gleichen Höhen gleiche Volumina besitzen. 

Eine abgestumpfte Pyramide lässt sich als Differenz zweier 
Pyramiden ansehen und hiernach leicht ihr Inhalt berechnen; 
heisst nämlich g die Basis und A die Höhe der grösseren Pyra- 


*) Wenn man den Satz, dass dreiseitige Pyramiden von inhalts- 
gleichen Grundflächen und gleichen Höhen dasselbe Volumen besitzen, direct 
rein geometrisch beweisen könnte, so würde die obige Zerlegung des Prisma’s 
zur Formel P = \gh führen und es wäre dann der ganze Gedankengang 
analog dem bei Ausmessung des Parallelogrammes und Dreieckes eingc- 
Bchlagcnen Wege. Die Ausführung dieser Idee hat aber mit sehr grossen 
Schwierigkeiten zu kämpfen, da schon die Inhaltsgleichhcit zweier sym- 
metrisch gleichen Pyramiden rein geometrisch noch nicht nachgewiesen 
worden ist. 

5 * 
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niide und entsprechend g' die Basis und h' die Höhe der klei- 
neren, so ist das gesuchte Volumen 

S = yh—lg'h' = ygh — g'h'). 

Der Gebrauch dieser Formel setzt voraus, dass die Seiten- 
flächen der abgestumpften P 3 Tamide bis zu ihrem Zusammen- 
treffen in der Spitze erweitert und die Höhen h, h' gemessen 
sind, was in den meisten Fällen unthunlich ist; hieraus ent- 
springt die Nothwendigkeit, aus der obigeu Formel die Grössen 
h, h' herauszuschaffen und dagegen die Entfernung der beiden 
parallelen Flächen g und g' einzuführen. Nennen wir Je diesen 
Abstand, so ist einerseits 

h — h' — Je, 

andererseits, weil sich die ähnlichen Flächen g und g' me die 
Quadrate der Höhen h, und h' verhalten, 

7,2. 7, '2 = g : g \ 

oder nach Ausziehung der Wurzeln 



aus beiden Gleichungen zusammen ergeben sich die Werthe 
h = h' = 

/g — v'a' 

und nunmehr findet sich mit Hülfe einer kleinen Reduction 
2 ) S = !f(g + \/gg' +g')Ie-, 

hierin liegt folgender Satz: Eine abgestumpfte Pyramide 
besitzt dasselbe Volumen wie eine volle Pyramide, 
deren Höhe dieselbe und deren Basis gleich ist der 
Summe von den Parallelflächen und dem geometri- 
schen Mittel der Parallelflächen jener Pyramide. 

Die obige Formel gewinnt noch eine bessere Gestalt, wenn 
man den mittleren, d. h. den in der Höhe iJc parallel zur Basis 
gelegten Querschnitt der abgestumpften Pyramide in Rechnung 
bringt. Wird nämlich wie vorhin die abgestumpfte PjTamide als 
Differenz zweier vollen Pyramiden aufgefasst, so liegt jener mitt- 
lere Querschnitt in der Entfernung {h + h') von der Spitze beider 
Pyramiden und daher gilt für seine Fläche f die Proixtrtion 
7.2 :Hä + AT = g-.f, 

f _ 9{h+h'f 
' ~ 4/P 
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Nach Substitution ilor vorigen Werthe von li und h' erhält man 

/■ = I (Vy + VyJ = i G7 + 1/' + 2 Vol) 

und umgekehrt 

Vyy' — ^f—iiii + y')- 

Setzt mau dies in die Formel 2. ein, so wird 

= 3 1 2 f + Ht/ + y')\ » 

d. h.: Eine abgestumpfte Pyramide besitzt dasselbe 
Volumen wie zusammen zwei volle Pyramiden, von 
denen die eine den doppelten mittleren Querschnitt, 
die andere das arithmetische Mittel der Grund- 
flächen zur Basis hat, und deren gemeinschaftliche 
Höhe gleich der Höhe der abgestumpften Pyra- 
mide ist. 

§ 17 . 

Inhaltsbestimmung des Prismatoides. 

Das einfacliste aller Prismatoide ist die dreiseitige Pyramide, 
und zwar lässt sich letztere auf zweierlei Weise als Prismatoid 
betrachten, indem man entweder für Pig. ui. 

die eine Parallelfläche ein Dreieck und 
für die andere einen Punkt setzt, oder 
indem zwei sich kreuzende Gerade AB ^ 
und A'B’ als Parallel flächen nimmt 
und sie durch die vier Ebenen ABA', A 
ABB', A'B'A, A'B'B verbindet. 

Unter dem letzteren Gesichtspunkte 
wollen wir noch einmal das Volumen des Tetraeders ABA'B' 
betrachten. 

Eine durch die Mitte M der Kante AA' parallel zu den 
sich kreuzenden Geraden AB und A'B' gelegte Ebene schneidet 
das Tetraeder in dem Vierecke MNPQ, wovon die Seiten MN 
und PQ parallel zu AB und die übrigen Seiten parallel zu 
A'B' sind; der mittlere Querachnitt ist also ein Parallelogramm, 
dessen Fläche f heissen möge. Ergänzt man fenier die Seiten- 
fläche A'B'B zu dem Parallelogramme A'BRB' und zieht die 
Geraden Ali und A'B, welche letztere durch den Mitteljmnkt 
P der Kante BB' geht, so ist die Ebene ABB parallel dem 
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Querschnitte MNPQ und die Ebene ABA' parallel der Ge- 
raden B'R. Man kann jetzt das Dreieck ABA' als gemein- 
schaftliche Basis der Tetraeder ABA'B' und ABA'R ansehen; 
die Spitzen derselben liegen in einer Parallelen zur Basis, mit- 
hin ist das Volumen von ABA'B' gleich dem Volumen von 
ABA'R. In dem letzteren Tetraeder lässt sich auch ABR als 
Basis, A' als Spitze betrachten, und wenn man die Höhe dieser 
Pyramide mit h bezeichnet, so hat man 

Tetr. ABA'B' = Tetr. ABA'R = | A ABR . h. 

Ferner bildet das Dreieck MNP den mittleren Querschnitt der 
Pyramide AB RA', daher ist A ABR = 4 . A MNP, d. h. 
= dem doppelten Parallelogramme MNPQ und nach dem Vorigen 
Tetr. ABA'B' = 1 fh. 

Beachtet man endlich, dass h den kürzesten Abstand der Ge- 
raden AB und A'B' darstellt, so hat man den Satz: Jedes 
Tetraedervolumen ist gleich dem Doppelten vom 
Inhalte einer Pyramide, deren Basis die Halbirungs- 
punkte von vier Kanten zu Ecken hat und deren 
Höhe durch den kürzesten Abstand der beiden übri- 
gen Kanten gemessen wird. 

Nach dieser Vorbereitung gehen wir an die eigentliche 
Aufgabe und nennen g den Flächeninhalt der Basis AB CD . . . 
eines Prismatoides, g den Inhalt der Parallelfläche A'B' CD ' . . . , 
ferner f den Inhalt des mittleren, d. h. durch die Mitten von 
AA', A'B, A'C u. s. w. gelegten Querschnittes; endlich h die 
Höhe des Körpers , nämlich den Abstand der Ebenen ABC . . . 
und A'B'C . . . Wählt man innerhalb der Grundfläche 
AB CD . . . , die als Vieleck mit nur concaven Winkeln vor- 
ausgesetzt wird, den Punkt 0 beliebig, verbindet ihn mit allen 

Ecken des Köi'pers dmch Ge- 
rade und legt Ebenen durch 
je zwei in 0 zusammentreffende 
Gerade, so zerfällt das Prisma- 
toid in Theile, die sich folgen- 
dermaassen grappiren lassen. 
Es entsteht zunächst eine 
mehrseitige Pyramide , deren 
Basis das Vieleck A'B'C . . 


Fig. 55. 
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und deren Spitze 0 ist; ihr Volumen stellen wir in der 
Form 

ä ai7' + 2 . IpV». 

dar, wobei \g' den mittleren Querschnitt dieser Pyramide be- 
deutet. Ferner bilden die Dreiecke ABO, BCO u. s. w. die 
Grundflächen von eben so viel dreiseitigen Pyramiden, deren 
Spitzen in A\ B' u. s. w. liegen; diese Pyramiden ixniABOA', 
BCOA', CODB' u. s. w. und die Summe ihrer Inhalte ist 
I {A AjOB + A BOC + ^COD + . . .)h = \ gh 
= .1 ii9 + 2 . h, 

wobei lg die Summe der mittleren Querschnitte aller genann- 
ten dreiseitigen Pyramiden bedeutet. Endlich ist noch eine 
Reihe von Tetraedern vorhanden, deren obere Kanten die Seiten 
A'B', B'C u. s. w. sind und deren untere Kanten in die 
Fläche AB CD... fallen, nämlich die Tetraeder COA'B', 
DOB'C', AOCA' u. s. w. ; bezeichnen wir die Inhalte ihrer 
mittleren Querschnitte mit f\, ft, ft u. s. w. , so erhalten wir 
nach dem vorigen Satze als Summe ihrer Volumina 

I (/i + /i + /s + • • • •) 

Die genannten drei Gruppen von Körpern liefern zusammen den 
Inhalt des Prismatoides, welcher P heissen möge: 

= 3 (i (l/ + +2 (1 5 + 1 + A + /s + •••)} 

Die mittleren Querschnitte \g, \g', fi, ft,... füllen zusammen 
den mittleren Querschnitt f des Prismatoides; daher ist einfach 
B = i{2/’-l-|(^-}- 3 ')} 

d. h.: Das Volumen des Prismatoides kann als die 
Summe von den Inhalten zweier eben so hohen Py- 
ramiden betrachtet werden; die eine hat das Dop- 
pelte des mittleren Querschnittes zur Basis, die 
Grundfläche der anderen ist das arithmetische Mittel 
aus den Parallelflächen des Prismatoides. 

Wenn das Vieleck ABCD... convexe Winkel enthält, so 
kann es sich treffen, dass nicht alle Verbindungslinien AO, BO, 
CO u. s. w. in das Innere des genannten Polygones fallen, und 
dann hört die Anwendbarkeit der vorigen Betrachtung auf. 
Jedenfalls lässt sich aber ein solches Prismatoid durch passend 
gelegte Ebenen , welche beide Parallelflächen schneiden , in ein- 
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zelne Prismatoide zerlegen, deren Gruudtiäclien nur concave 
Winkel haben; der vorige Satz gilt daun für jedes einzelne der- 
artige Pi'ismatoid, mithin auch für deren Summe, wie eine sehr 
einfache üeberlegung zeigt. 

Als Beispiel diene der Fall, wo AB CB und A'B'C'D' 
Eechtecke sind und zwar in solcher Lage, dass die gleichnamigen 
Seiten AB = a und A'B' = a', sowie BC = b und B'G' 
= h' einander parallel laufen. Der mittlere Querschnitt dieses 
Körpers (eines sogenannten Pontons) ist ein Retihteck aus den 
Seiten J (« + «') und Tj-(6-j-^’)i mithin 

/■= I (« + «') + 

P = 3 (<* -{- rt ) (ö -f- i ) -j- 4 (« ö -|- ft & ) } A 

= - (a(2^.-(-&')-{-«'^A-{-2A')}/'• 

Aehnliche Beispiele wird man ohne Mühe selbst entwickeln 
können. 


ä 18 . 

Inhaltsbestimmung der Polyeder. 

Zerlegt man ein Polyeder durch Diagoualebenen in drei- 
seitige Pyramiden oder, wenn dies möglich ist, in Prismatoide 
und Pyramiden, so lässt sich nach dem Vorigen der Kauminhalt 
jedes einzelnen Theiles finden, und die Summe aller dieser Vo- 
lumina giebt dann das Volumen des ganzen Körpers. Dieses 
Verfahren ist so einfach, dass es keiner weiteren Erläuterung 
bedarf. Auch Hesse sich zuletzt das Polyeder in einen inhalts- 
gleichen Würfel verwandeln; ist nämlich P die Inhaltszahl des 
Polyeders und x die Längenzahl des gesuchten Würfels, so muss 
— P sein und hieraus kann x nach der Formel x = 
berechnet werden. 

Einer Erwähnung bedürfen noch die symmetrischen und 
die ähnlichen Polyeder. Da das Volumen einer Pyu-amide nur 
von ihrer Höhe und dem Flächeninhalte ihrer Basis abhängt, 
wie auch letztere gestaltet sein möge, so folgt augenblicklich, 
dass symmetrisch gleiche Pyramiden die nämlichen Volumina be- 
sitzen; ebendeshalb sind auch die Theile inhaltsgleich, in welche 
zwei symmetrische Polyeder zerlegt werden können, d. h.: Sym- 
metrisch-gleiche Polyeder haben gleiche Volumina. 
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Für zwei dreiseitige Pyramiden mit den Grundflächen g 
und g\ den Höhen h und h' und den Inhalten P und P' ist 
P:F = gh:g'h', 

und wenn dieselben ähnlich sind, so hat man zugleich 

gu/ = 

folglich durch Substitution dieses Verhältnisses 
P:P’ = P:7/'s. 


Statt des Verhältnisses der Höhen kann man wegen der Aehn- 
lichkeit beider dreiseitigen PjTamiden das Verhältniss zweier 
ähnlich liegenden Kanten « und «' substituiren und dann 
ist auch 

P-.P' = 


Der hierin liegende Satz, dass sich die Volumina zweier ähn- 
lichen dreiseitigen Pyramiden wie die Würfel zweier entsprechen- 
den Kanten verhalten, lässt sich sogleich auf ähnliche Polyeder 
übertragen, wenn man ähnliche Polyeder als solche definirt, 
deren Grundflächen ähnlich sind und deren ausserhalb der Grund- 
flächen befindliche Ecken durch ähnliche liegende dreiseitige Py- 
ramiden bestimmt w'erden. Man bemerkt sehr leicht, dass ver- 
möge dieser Definition je zwei gleichnamige Kanten a und h 
und h' u. s. w. immer in demselben Verhältnisse zu einander 
stehen, dass also auch 


sein muss. Nennen wir ferner Pi, P^, Pi... die Volumina 
der dreiseitigen Pymmiden, durch welche die Ecken des ersten 
Polyeders der Keihe nach bestimmt werden und bezeichnen wir 
mit P'i, P's, P'i.... die entsprechenden Theile des zweiten 
Polyeders, so ist nach dem vorigen 



es ergeben sich daraus die Beziehungen 



oder durch Addition und Division mit P\ -f- P's + P’s + 
P, + + ■■■ _ f « j» 

P\ + P’,+P', + ... — \ a'l • 
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Die im Zähler stehende Summe ist das Gesammtvolumen des 
ersten Polyeders, welches P heissen möge; im Nenner kommt 
das Volumen P' des zweiten Polyeders vor, man hat daher 

oder P:P' = 

d. h.: Die Volumina zweier ähnlichen Polyeder ver- 
halten sich wie die Würfel zweier entsprechenden 
Kanten. 
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DRITTES BÜCH. 

Die runden Flächen und Körper. 


Cap.‘ V. 

Oie Gestalten der runden Flächen und Körper. 


§ 19 . 

Die Kugelfläche. 

Wenn sich eine Gerade von unveränderlicher Länge um 
ihren als fest gedachten Anfangspunkt so herumdreht, dass sie 
successiv alle im Räume möglichen Richtungen annimmt, so 
beschreibt ihr Endpunkt eine Fläche, deren Punkte von jenem 
festen Punkte gleich weit entfernt sind; die so entstandene 
Fläche heisst eine Kugelfläche, der feste Punkt ihr Mittel- 
punkt (Centrum) und die der Länge nach unveränderliche Ge- 
rade ihr Halbmesser (Radius); durch letzteren ist die Kugel- 
fläche bestimmt. Die nämlicbe Fläche entsteht auch, wenn ein 
Halbkreis so lange um seinen Durchmesser herumgedreht wird, 
bis er wieder in seine ursprüngliche Lage kommt; es ist in 
diesem Falle der Umfang des Halbkreises, welcher die Kugel- 
fläche beschreibt. 

Da sich, der obigen Erklärung zufolge, vom Mittelpunkte 
aus nach allen möglichen Richtungen Radien ziehen lassen, so 
giebt es zu jedem beliebigen Halbmesser einen anderen, welcher 
mit ihm in einer Geraden, aber entgegengesetzt liegt; zwei 
solcher Halbmesser bilden ZAisammen einen Durchmesser; 
alle Durchmesser sind demnach gleich gross, gehen durch den 
Mittelpunkt und werden von diesem halbirt. 
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Die letztere Bemerkung zeigt, dass die Kiigelfläche eine 
geschlossene, d. h. eine solche Fläche ist, welche einen 
bestimmten endlichen Baum umschliesst ; man nennt ihn den 
Kugelraura, oft Icurz auch nur die Kugel schlechthin. Aus 
dieser Eigenschaft folgt weiter, dass die Kugelfläche keine ebene 
Fläche sein kann; ob aber nicht einzelne Theile von ihr eben 
sind, bedarf noch der üntei-suchung. Wäre nun irgend ein Stück 
der Kugelflüche eben, so würde man in dieser Ebene eine Gerade 
ziehen, auf letzterer drei willkOhrliche Punkte Ä, B, C wählen 
und die Gerade ABC mit dem Kugelcentrum 0 durch eine 
Ebene verbinden können; man liätte dann in einer Ebene drei 
aiK einer Geraden liegende Punkte, die von einem vierten der- 
selben Ebene angchörigen Punkte 0 gleichweit (um .<40 = BO 
= CO) entfernt wären. Hieraus erkennt man die Unmöglich- 
keit, eine Gerade in der Kugelfläche zu ziehen, woraus weiter 
folgt, dass letztere durchaus gekrämmt ist. 

Ein Punkt kann in Beziehung auf eine Kugelfläche drei 
verschiedene Lagen haben; er liegt nämlich entweder in dem 
von der Kugelfläche umschlossenen Baume, oder auf der Ober- 
fläche desselben, oder endlich ausserhalb jenes Baumes ; von diesen 
Fällen findet der erste, zweite oder dritte statt, je nachdem die 
Entfernung des Punktes vom Kugelcentrum kleiner, ebenso gi’oss, 
oder grösser als der Kugelhalbmesser ist. 

Die Kugelfläche und die Gerade. Zieht man durch 
einen im Innern der Kugel befindlichen Punkt eine Gerade, 
so muss diese die Kugelfläche mindestens zweimal schneiden, 
beim Eintritte in und beim Austritte aus jenem geschlossenen 
Baume; wäre ausser diesen Durchschnitten, welche A und B 
heissen mögen, noch ein dritter der Geraden und der Kugel- 
fiäche gemeinsamer Punkt C vorhanden, so müssten die End- 
punkte der Badien OA, OB, OC in einer Genaden liegen, was 
nach dem Vorigen unmöglich ist; d. h.: Eine Gerade kann 
mit einer Kugelfläche höchstens zwei Punkte ge- 
mein haben. Eine derartige, die Kugelfläche in zwei Punkten 
A und B schneidende Gerade heisst eine Secante der Kugel, 
das zwischen A und B liegende Stück derselben eine Kugel- 
sebne. Denkt man sich vom Kugelmittelpunkte 0 eine Senk- 
rechte ON ,auf die Sehne AB herabgelassen, so entstehen zwei 
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Dreiecke AON und BON, welche vermöge der Uebereinstimniung 
in zwei Seiten und einem Winkel {ÄO = BO, ON = ON. 
/.ANO — LBNO = 90“) cougruent sind; man hat daher 
unter Benutzung des Pythagoräischen Satzes 

AB =: -2. = 2 — 0#) 

oder für AB = a, OA = r, ON ■= c 
a — — c“. 

Die Zunahme von c bedingt hier die Abnahme vou a. d. h. : 
Der Durchmesser ist die grösste Sehne, und die Sehnen 
werden um so kleiner, je weiter sie vom Mittel- 
punkte entfernt sind. 

Lässt man c in r nbergehen, indem man die Sehne pa- 
rallel ihrer ursprünglichen Lage veraehieht, so fallen die Punkte 
A und B zusammen und man erhält dann eine Gerade, welche 
nur einen Punkt mit der Kugelfläche gemein hat; eine solche 
Gerade heisst eine Tangente au der Kugelfläche und der 
Punkt, welchen sie mit letzterer gemein hat, ihr Berührungs- 
punkt. Ist nun ST eine solche Tangente und P ihr Berüh- 
rungspunkt, 80 liegt kein Punkt von ST innerhalb der Kugel 
(weil sonst die Gerade zwei Punkte mit der Kugel gemein haben 
müsste), P liegt auf der Kugel und jeder andere Punkt Q vou 
ST ausserhalb; es ist daher für jeden von P verschiedenen 
Punkt Q die Entfernung OQ > OP, mithin OP der kleinste 
Abstand des Mittelpunktes von der Tangente; man schliesst 
daraus dep Satz : Der nach dem Berfihrungspun kte einer 
Tangente gezogene Halbmesser steht senkrecht auf 
der Tangente. 

Denkt man sich durch einen Punkt T an eine und dieselbe 
Kugelfläche zwei Tangenten gezogen, deren Berührungspunkte 
P und P' heissen mögen, so stimmen die Dreiecke TPO und 
TP’O in zwei Seiten und einem Winkel überein {TO = TO, 
OP = OP", AOPT = /.OFT = 90“), daraus folgt ihre* 
Congruenz und TP = TP' d. h.: Alle von einem Punkte 
an eine Kugelfläche gelegten Tangenten sind gleich 
gross. 

Die Kugelfläche und die Ebene. Legt man durch 
einen im Innern einer Kugel befindlichen Punkt eine Ebene, 
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30 muss diese die Kugelfläche in einer geschlossenen Linie 
schneiden ; ein Punkt dieser Durch- 
sehnittslinie sei P, der Mittelpunkt 
der Kugel heisse 0 und von ihm aus 
sei die Senkrechte ON = c auf die 
schneidende Ebene geMlt; zieht man 
noch OP = r und NP, so ist in dem 
bei N rechtwinkligen Dreiecke ONP 
NP = \/r^c\ 
also NP von unveränderlicher Länge, wo auch P auf der Durch- 
schnittslinie gewählt sein möge. Hieraus folgt, dass letztere 
ein aus dem Mittelpunkte N mit dem Halbmesser r* — c* 
beschriebener Kreis sein muss; man nennt denselben einen 
Kugelkreis. Dies giebt den Satz: Jeder ebene Schnitt 
einer Kugel ist ein Kreis, dessen Mittelpunkt durch 
ein vom Kugelcentrum auf die Schnittebene herah- 
gelassenes Perpendikel bestimmt wird. Durch Um- 
kehrung der vorigen Betrachtung gelangt man leicht noch zu 
den folgenden Sätzen: Die Verbindungslinie eines Kugel- 
kreismittelpunktes und des Kugelcentrums steht 
senkrecht auf der Schnittebene; eine im Mittel- 
punkte eines Kugelkreises auf der Ebene desselben 
errichtete Normale geht, hinreichend verlängert, 
durch das Kugelcentrum; errichtet man in den 
Mittelpunkten zweier nicht parallelen Kugelkreise 
Normalen auf deren Ebenen, so schneiden sich diese 
Geraden im Kugelmittelpunkte. 

Der Halbmesser — c* des in der Entfernung c liegen- 
den Kugelhalbkreises wird am grössten für c = 0, d. h. wenn 
die schneidende Ebene durch das Kugelcentrum geht ; ein solcher 
Kreis heisst ein grösster Kugelkreis. Lässt man die 
schneidende Ebene sich mehr und mehr von dem Kugelmittel- 
punkte entfernen, also c wachsen, so wird der Halbmesser 
— c* immer kleiner und geht für c = r in Null über. 
In dieser Lage hat die Ebene nur einen Punkt mit der Kugel- 
fläche gemein, sie heisst dann eine Berührungsebene (Tan- 
gentialebene) der Kugelfläche, und der gemeinschaftliche 
Punkt ist ihr Berührungspunkt. Ist nun UV eine solche 
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Ebene und P ihr Berührungspunkt, so liegt kein Punkt der 
Ebene innerhalb der Kugel (weil sonst Fig. 57. 

Ebene und Kugel sich in einem Kreise 
schneiden müssten) , P liegt auf der Kugel 
und jeder andere Punkt der Ebene ausser- 
halb; es ist daher für jeden von P ver- 
schiedenen Punkt Q der Ebene UV die 
Entfernung OQ^OP, mithin OP der kleinste Abstand des 
Mittelpunktes 0 von der Ebene UV, d. h.: Der nach dem 
Berührungspunkte einer Tangentialebene gezogene 
Kugelhalbmesser steht senkrecht auf der Berüh- 
rungsebene. Durch Umkehrung dieser Betrachtung erhält 
man noch folgende Sätze: Die Verbindungslinie des Be- 
rührungspunktes und Kugelmittelpunktes steht senk- 
recht auf der Tangentialebene; eine im Berührungs- 
punkte einer Tangentialebene auf letzterer errichtete 
Normale geht, hinreichend verlängert, durch den 
Mittelpunkt der Kugel; errichtet man in den Be- 
rührungspunkten zweier nicht parallelen Berüh- 
rungsebenen Normalen auf denselben, so schneiden 
sich diese Geraden im Kugelmittelpunkte. 

Man kann sich die Berührungsebene auch auf die Weise 
entstanden denken, dass man erst eine Tangente PT an die 
Kugel gelegt und darauf den rechten Winkel OPT um OP 
herumgedreht hat ; in der Tbat kann nämlich jede in der Ebene 
UV durch P gelegte Gerade PT nur einen Punkt mit der 
Kugel gemein haben, weil im Gegenfalle die Ebene UV mehr 
als einen Punkt mit der Kugel gemein haben müsste ; dies lässt 
sich so ausdrücken, dass man sagt: Die Berührungsebene 
an einer Kugel ist der Inbegriff aller durch ihren 
Berührungspunkt möglichen Tangenten an der Fläche. 

Wir erwähnen noch einige Benennungen, welche haupt- 
sächlich für den Pall gelten, wo man sich die Kugelfläche durch 
Umdrehung eines Halbkreises um seinen Durchmesser entstanden 
denkt. Der feste Durchmesser heisst dann die Achse der 
Kugel, ihre Endpunkte werden die Pole genannt; jeder grösste 
Kreis, dessen Ebene die Achse in sich enthält, führt den Namen 
Meridian, jeder Kugelkreis, dessen Ebene senkrecht zur Achse 
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ist, heisst Paiallelkreis und der grösste aller Parallelkreise 
der Aequator. Die zwei Tlieile, in welche die Kugelfläclie 
durch irgend einen Parallelkreis zerlegt wird, werden Kugel- 
kappen (Calotten) genannt; das zwischen einem Parallelkreise 
und einer der zugehörigen Kappen enthaltene Volumen heisst 
ein Kugelabschnitt (Kugelsegment). Zwei Parallelkreise 
begränzen ein Stück der Kugelfläche, eine sogenannte Kugel- 
zone; das zwischen ihr und den beiden Parallelkreisen ent- 
haltene Volumen heisst eine Kugelschicht. Dreht man statt 
eines Halbkreises nur einen Kreisausschnitt um einen seiner 
Radien, so beschreibt der Bogen ein von einem Parallelkreise 
begränztes Stück der Kugelfläche (eine Kappe), dass ganze ent- 
standene Volumen ist ein sogenannter Kugelausschnitt oder 
Kugelsector. 

§ 20 . 

Zwei Kugelflächeu. 

Verbindet man die Mittelpunkte zweier Kugelflächen durch 
eine 'Gerade und legt durch diese eine beliebige Ebene, so 
sclmeidet letztere die beiden Flächen in grössten Kreisen; um- 
gekehrt kann man sich jede zwei Kugelflächen dadurch erzeugt 
denken, dass zwei in einer Ebene liegende Kreise gleichzeitig 
um ihre Centrale gedreht worden sind. Vermöge dieser Be- 
merkung ist es äusserst leicht, die für zwei Kreise geltenden 
Sätze auf Kugelflächen zu übertragen, und man gelangt dabei 
zu den folgenden Resultaten, in welchen r und q die Radien 
der beiden Kugeln und e die Entfernung ihrer Mittelpunkte 
bezeichnet. 

Ist r — (> > e, so liegt die eine Kugelfläche ganz inner- 
halb der anderen, so dass beide keinen Punkt mit einander ge- 
mein haben ; für r liegen beide Flächen , gleichfalls 

ohne einen gemeinschaftlichen Punkt, ausser einander. 

Ist entweder r — q = e oder r -j- p = e , so berühren 
sich beide Kugelflächen, im ersten Falle von Innen, im zweiten 
von Aussen; sie haben dann einen, aber keinen weiteren Punkt 
mit einander gemein. 

Ist endlich entweder r — Q <^e oder r -|- e > e, so schnei- 
den sich beide Kugelflächeu uud zwar in einem Kreise; die 
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meinschaftliche Sehne beider rotirenden Kreise steht nämlich 
senkrecht auf der Centrale und beschreibt daher eine zu dieser 
Geraden normale Ebene; die Endpunkte der Sehne durchlaufen 
dabei in jener Ebene einen und denselben Kreis, dessen Durch- 
messer die Sehne ist. 


§ 21 . 

Figuren auf der Kugelfläche. 

Analog der Planimetrie, welche die in einer Ebene con- 
struirten Gebilde unter verschiedenen Gesichtspunkten betrachtet, 
lässt sich eine Theorie der auf einer Kugelfläche gezeichneten 
Figuren, der sogenannten sphärischen Figuren, aufstellen; 
dass eine solche Sphärik bei nur einiger Ansführlichkeit sehr 
nmfänglich werden muss, begreift sich leicht, und wir be- 
schränken uns daher auf die Grundzüge derselben, wobei wir, 
wenn es nicht anders bemerkt wird, immer voraussetzen, dass 
alle auf der Kugelfläche gezogenen Linien grösste Kreise sind. 

Zwei grösste Kreise schneiden sicli in zwei Punkten und 
zerlegen die Kugelfläche in vier Stücke, von denen jedes ein 
Kugelzweieck heisst. Je zwei einander gegenüberliegende 
sphärische Zweiecke sind congruent; zwei neben einander liegende 
lullen zusammen eine Halbkugel aus. Drei gi'össte Kreise bilden 
zusammen sechs Durchschnitte und zerfallen die Kugelfläche in 
acht Stücke, von denen jedes ein sphärisches Dreieck ge- 
nannt wird; man bringt dieselben am einfachsten dadurch zur 
Anschauung, dass man aus der Spitze einer dreiseitigen Ecke, 
als Mittelpunkt genommen, mit einem beliebigen Halbmesser 
eine Kugelfläche beschreibt, welche die Seiteuebenen der Ecke 
in grössten Kreisen schneidet. Dem analog versteht man unter 
einem sphärischen Vieleck ein von beliebig viel Bögen 
grösster Kreise begränztes Stück der Kugelfläche; man kann 
dasselbe dadurch entstehen lassen, dass man aus der Spitze einer 
mehrseitigen Ecke mit irgend einem Halbmesser eine Kugel- 
fläche beschreibt, welche die Seitenebenen der Ecke in grössten 
Kreisen schneidet. Die einzelnen, das sphärische Vieleck be- 
gi’änzenden Bögen sind dessen Seiten, die Neigungswinkel der 
Seitenebenen heissen seine sphärischen Winkel oder nur 

Schlömilch, Gpoin^trie II. 8. Aufl. 6 
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kurz seine Winkel. Will man sich nicht erst die Seitenebenen 
{die Ebenen der die Seiten liefernden grössten Kreise) und deren 
Neigungswinkel construirt denken, so kann man die sphärischen 
Winkel auch dadurch anschaulich machen, dass man an den 
Ecken des sphärischen Vielecks Tangenten an die Seiten legt, 
wobei jedoch diese Tangenten in die Ebenen der Seiten fallen 
müssen; die Winkel zwischen je zwei solchen Tangenten sind 
dann die gesuchten Neigungs- oder sphärischen Winkel. 

Vermöge des angegebenen genauen Zusammenhanges zwischen 
den körperlichen Ecken und sphärischen Vielecken können die 
in den §§ 7 und 8 entwickelten Sätze unmittelbar auf die 
sphärischen Vielecke übertragen werden; da schon dort die kurze 
Bezeichnung „Seiten“ und „Winkel“ statt „Kantenwinkel“ und 
„Flächen Winkel“ benutzt wurde, so besteht die Uebertragung 
einfach darin, dass man die Worte „dreiseitige Ecke“ und 
„mehl-seitige Ecke“ durch „sphärisches Dreieck“ und „sphärisches 
Vieleck“ ersetzt. 

Legt man durch die drei Spitzen A, B, C eines sphärischen 
Dreiecks eine Ebene, so schneidet diese die Kugelfläche in einem 
durch Ä, B, C gehenden Kugelkreise, von welchem man sagt, 
dass er dem sphärischen Dreiecke umschrieben sei. Der in der 
Ebene ABC liegende Mittelpunkt dieses Kreises heisse M', so 
ist (nach § 19) OM' senkrecht auf der Ebene ABC und da 
ausserdem OA = OB = OC, AM' = BM' = CM', so folgt 
j,. gg leicht die Congruenz der Dreiecke AOM'f 

^ BOM', COM' und daraus die Gleichheit 

der gleichnamigen Winkel. Die Ver- 
längerung der Geraden OM' schneidet 
die Kugelfläche in einem Punkte M, 
welchen wir mit A, B, C durch grösste 
Kreise verbinden ; wegen der gleichen 
Winkel AOM, BOM, COM sind die 
Bögen AM, BM, CM gleich und es hat also der Punkt JM 
gleiche sphärische Entfernung von den Ecken ^4, B, C. Man 
nennt daher M den sphärischen Mittelpunkt oder Pol 
und Are AM = Are BM — Are CM den sphärischen Halb- 
messer des um das sphärische Dreieck ABC beschriebenen 
Kreises. Halbirt man die sphärischen Seiten AB, BC, CA 
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in den Punkten D, E, F und verbindet diese Punkte mit M 
durch grösste Kreise, so zerföllt jedes der Fig. 59. 
gleichschenkligen Dreiecke AMB, BMC, 

CMA in zwei congruente rechtwinklige 
Dreiecke und es stehen folglich die Bögen 
MB, ME, MF senki’echt auf den Seiten 
AB, BC, CA. Man findet demnach den 
sphärischen Mittelpunkt des Dreiecks auch 
dadurch, dass man den Durchschnitt der 
drei Bögen aufsucht, welche die Dreieck- 
seiten normal halbiren; letztere Construction ist der für das 
ebene Dreieck gütigen vollkommen analog und gestattet auch 
eine ähnliche Berechnung, die wir aber in das vierte Buch ver- 
weisen müssen. 

Halbirt man den Winkel A des sphärischen Dreieckes 
ABC, indem man durch OA eine den Flächenwinkel bei A 
in zwei gleiche Theile zerfallende Ebene legt und diese erweitert, 
bis sie die Kugelfläche in einem grössten Kreise schneidet, so 
hat jeder Punkt des letzteren gleichen sphärischen Abstand von 
den Seiten AB und AC, wovon man sich leicht dadurch über- 
zeugt, dass man von einem beliebigen Punkte des halbirenden 
Bogens sphärische Perpendikel auf AB und AC herablässt, wo- 
durch jederzeit zwei congruente Dreiecke entstehen. Halbirt 
man auf gleiche Weise den Winkel B, so 
bestimmt der Durchschnitt beider halbiren- 
den Bögen einen Punkt E, der von allen 
drei Seiten des Dreiecks gleich weit absteht, 
so dass die sphärischen Entfernungen EG, 

EH, EI gleich sind. Man kann demnach 
E als sphärischen Mittelpunkt (Pol) eines 
mit dem sphärischen Halbmesser EG be- 
schriebenen Kreises betrachten, welcher die 
Dreieckseiten in den Punkten G, II, I berührt, also der dem 
Dreiecke einbeschriebene Kreis ist. Sucht man dagegen den 
Durchschnitt der Bögen, welche den Winkel A und die Neben- 
winkel von B und C halbiren, so erhält man den Pol desjenigen 
Kreises, welcher die Verlängerungen von AB, AC und die Seite 
BC berührt; im Ganzen sind, wie bei dem ebenen Dreiecke, 

G* 


Fig. GO. 
C 
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vier die Dreieckseiten berührende Kreise möglich. Das Bisherige 
giebt zusammen den Satz: Sowohl um als in jedes sphärische 
Dreieck kann ein Kugelkreis beschrieben werden. 

Ist einem Kugelkreise mit dem Pole M ein sphärisches 
Viereck ABCD eingeschrieben, so wird es durch die sphärischen 
Eadien, MA, MB, MC, MD in vier gleichschenklige sphärische 
Dreiecke AMB, BMC, CMD, DMA zerlegt; in diesem sind 
die Winkel an den Grundlinien gleich, nämlich 
Z MAB — Z MBA, Z MBC = Z MCB, Z MCD = Z MDC, 
Z MDA = Z MAD, 

die Addition dieser Gleichung giebt bei etwas anderer Anordnung 
Z MAB + ^MAD + 1 MCB + Z MCD 

= Z MBA + Z MBC + Z 3IDC + Z MDA, 

oder kürzer 

A + C = B-\-D; 

d. h.: ln jedem sphärischen Kreisvierecke ist die 
Summe zweier Gegenwinkel gleich der Summe der 
beiden übrigen Winkel. 

Man kann diesen Satz leicht auf eingesclmebene Vierecke 
von grösserer Seitenzahl ausdehuen, und zwar sind die hierzu 
nöthigen Schlüsse völlig analog den in Thl. I, § *29 gegebenen 
Betrachtungen; der allgemeine Satz lautet : Bei jedem, einem 
Kugelkreise eingeschriebenen sphärischen Vielecke 
von gerader Seitenzahl ist die Summe des ersten, 
dritten, fünften u. s. w. Winkels gleich der Summe 
des zweiten, vierten, sechsten u. s. w. Winkels. 

Diesem Theoreme steht ein anderes gegenüber, dessen Ab- 
leitung gleichfalls so leicht ist, dass wir sie nicht auseinander- 
zusetzen brauchen, nämlich: Bei jedem, einem Kugel- 
kreise umschriebenen sphärischen Vielecke von ge- 
rader Seitenzahl ist die Summe der ersten, dritten, 
fünften u. s. w. Seite gleich der Summe der zweiten, 
vierten, sechsten u. s. w. Seite. 

§ 22 . 

Vergleichung der Flächen sphärischer Figuren. 

Die einfachste sphärische Figur, das Zweieck, ist dm-ch 
den Winkel bestimmt, den seine beiden Seiten mit einander 
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bilden und den wir kurz den Winkel des Zweiecks nennen 
wollen; er ist leicht dadurch zur Anschauung zu bringen, dass 
nian die Verbindungslinie AB der Spitzen des 
Zweiecks als Achse der Kugel ansieht und den 
zugehörigen Aequator construirt, welcher die Seiten 
des Zweiecks in den Punkten C und D schneiden 
möge; der Winkel zwischen den Kugelradien OC 
und Ol) stellt dann den Winkel des Zweiecks 
dar. Zwei auf derselben Kugel mit demselben 
Winkel construirte Zweiecke können durch Dre- 
hung um die Achse immer zur Deckung gebracht 
werden, sie sind daher congruent und besitzen 
folglich auch gleiche Flächen. 

Schneidet man auf dem Aequator eines Zweiecks ACBKA 
mehrere gleiche Bögen, CD = DE u. s. w., ab und legt durch 
die Punkte D, E . . . neue grösste Kreise, so zerfällt das Zweieck 
in ebenso viel congruente kleinere Zweiecke, und wenn bei jenen 
Abtragungen ein Best gelassen wird, so bleibt auch ein Rest- 
zweieck, welches kleiner oder grösser als die übrigen Zweiecke 
ist, je nachdem der auf dem Aequator übrig gebliebene Bogen 
kleiner oder grösser als die Bögen CD = DE u. s. w. ist. 
Man schliesst hieraus sehr leicht, dass sich die Flächen zweier 
Zweiecke ebenso oft von einander wegnehmen lassen als die 
Winkel der Zweiecke; diese Operation führt aber zur Kenntniss 
des Verhältnisses der Winkel, welches dem Flächenverhältnisse 
gleich sein muss; man sagt daher: Die Flächen zweier mit 
demselben Halbmesser versehenen Zweiecke ver- 
halten sich wie deren Winkel. 

Betrachtet man die ganze Kugelfläche als ein Zweieck, 
dessen Winkel vier rechten Winkeln gleich ist, so folgt hieraus 
der Satz: Die Fläche eines Zweiecks verhält sich zur 
Kugeloberfläche wie sein Winkel zu vier rechten 
Winkeln, wofür man die Formel 


schreiben kann, wenn tv den in Graden ausgedrückten Winkel 
des Zweiecks, Z seine Fläche und ß die zugehörige Kugelfläche 
bezeichnet. 


Fig. 61. 
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Betracliteu wir ferner das sphärische Dreieck, so erhellt 
unmittelbar, dass congruente sphärische Dreiecke gleiche Flächen 
besitzen ; dagegen versteht es sich nicht ohne Weiteres von 
selbst, dass symmetrisch-gleichen sphärischen Dreiecken gleiche 
Flächen zukommen. Beschreibt man aber um jedes der symme- 
trisch-gleichen Dreiecke ABC und A'B'C einen Kreis, so zer- 
fällt jedes in drei gleichschenklige Dreiecke und unter diesen 
können die gleichnamigen Dreiecke AMB und A'M'B', BMC 
' Fig. 62. 



und B'M'C, CMA und C'M'A' wirklich zur Deckung ge- 
bracht^ werden, woraus unmittelbar folgt, dass in der That auch 
symmetrisch-gleiche Dreiecke gleiche Flächen besitzen. 

(Jm nun das Dreieck mit dem Zweieck und folglich auch 
mit der Kugeloberfläche vergleichen zu können, betrachten wir 
zunächst zwei grösste Kreise ASB und CSD, welche sich auf 
der oberen Halbkugel in S, auf der 
unteren in T schneiden. Da sowohl ASB 
als SBT ein halber Umfang ist, so bleibt 
nach beiderseitiger Wegnahme von SB, 
AS — BT; aus denselben Gründen hat 
man CS = DT und AC = DD, mit- 
hin zwei mit gleichen Seiten versehene 
Dreiecke ACS und BDT. Dieselben 
sind daher entweder congruent oder symmetrisch-gleich (in der 
That das Letztere), in jedem Falle aber von gleicher Fläche. 
Durch beiderseitige Addition der Dreiecksfläche BSD folgt 
jetzt, dass die Flächen ACS und BDS zusammen das Zweieck 
BSDT = ASCT ausfüllen; man kann diesen Satz so aus- 
sprechen: Schneiden sich zwei grösste Kreise unter 
irgend einem Winkel in einer Halbkugel, so ist die 
Summe der auf dieser Halbkugel einander gegen- 
überliegenden Scheiteldreiecke gleich einem Zwei- 
ecke, welches jenen Winkel besitzt. 


Fig. 63. 
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Sei ferner ABC ein beliebiges sphärisches Dreieck, dessen 
Seiten bis zum Durchschnitte mit einem beliebigen grössten 
Kreise DEFGHI verlängert sind und Fig. 64. 

dessen Winkel durch die Zahlen A, B, 

C in Graden ausgedrückt sein mögen. 

Nacli dem vorigen Satze machen die 
Flächen ADE und AGH zusammen die 
Fläche eines mit dem Winkel A con- 
struirten Zweiecks aus und es ist daher, 
wenn wieder ß die Kugelfläche bezeichnet, 

1\ADE^/1AGH= ß; 

ebenso 

A CHI + 1^ CEF = -^ß. 



Die Summe der linker Hand verzeichneten Flächen beträgt 
ebensoviel als die Ealbkugelfläche nebst der doppelten Dreiecks- 
fläche ABC und es ist daher 

4ß + 2A^FG=^J^ß= i4W.|ß, 


mithin 


oder auch 


^abc = ^^ 


■ 180“ 


180" 




I\ABC _ A + i' + C — 180“ 
i 12 860" 


Nennt man den Ueberschuss der Winkelsumme über zwei rechte 
Winkel den sphärischen Excess eines Dreiecks, so liegt in 
der letzten Formel der Satz: Die Fläche eines sphäri- 
schen Dreiecks verhält sich zur Halbkugel fläche 
wie sein sphärischer Excess zu vier rechten Winkeln. 


Aus der obigen Formel ergiebt sich ferner die Bedingung, 
unter welcher zwei sphärische Dreiecke gleiche Flächen besitzen, 
nämlich: Zwei sphärische Dreiecke von gleicher 

Winkelsumme haben gleiche Flächen. 


\ 
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Verwandlung sphärischer Vielecke. 

Zieht man in dem einem Kngelkreise eingeschriebenen 
sphärischen Vierecke ABCD die Diagonale AO, so ist nach 
dem in § 20 erwähnten Satze A C = B D oder 
lBAG-\-/.CAD + lBCA+lACD = B D, 
woraus folgt 

ABAC + IBCA — B = B — ACAB — LACD. 

Fig. 65. Für ein zweites, demselben Kreise einge- 

schriebenes Viereck ABCB', welches mit 

ersten die Ecken A, B, C gemein 
/ ^\\ A hat, gilt die analoge Beziehung 

\\/ I IBAC + l BCA — B 

\ ! = B' — l CAB' — Z ACB’, 

\ * y welche, mit der vorigen verglichen, die 

^ Gleichung 

D — (Z CAB + Z ACB) = B' — (l CAB’ + Z ACB') 
liefert; in Worten ausgedrückt heisst dies: Bei allen sphäri- 
schen Dreiecken, welche über der nämlichen Grund- 
linie nach derselben Seite zu in einen Kugelkreis 
beschrieben werden, ist der Unterschied zwischen 
dem Winkel an der Spitze und der Summe der an 
der Basis liegenden Winkel unveränderlich. 

Um zu entscheiden, ob der ausgesprochene Satz ausschliess- 
lich für die Dreiecke gilt, deren Spitzen auf dem Kugelkreise 
Fig. 66. liegen oder nicht, verbinden wir einen 
ausserhalb oder innerhalb des Kreises liegen- 
p den Punkt E oder F mit A durch einen 

f f grössten Kreis, welcher den Kugelkreis in 

j ^ i I B schneidet, und construiren noch die giöss- 

\ -4. / ten Kreise CB, CE, CF. Wegen ECD, 

\ ' V Z CAE = Z CAB, Z ACE>ZACB er- 

giebt sich leicht 

E — (ZCAE-\-ZACE)<B — (ZCAB-i-ZACB) 
und in ähnlicher Weise wegen F'^B, ZCAF — Z CAB, 
ZACF<CZACB, 

F~{Z CAF + Z ACF) ^B-{Z CAB + Z ACB)-, 
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in jedem Falle ist also die Differenz zwischen dem Winkel an 
der Spitze und der Summe der Basiswinkel eine andere, wenn 
die Spitze nicht auf dem Kugelkreise liegt. Es gilt daher auch 
der umgekehrte Satz: Wenn über einer und derselben 
Grundlinie nach der nämlichen Seite hin sphärische 
Dreiecke construirt werden, in denen der Unter- 
schied zwischen dem Winkel an der Spitze und der 
Summe der Basiswinkel eine unveränderliche Grösse 
behält, so liegen die Spitzen aller jener Dreiecke 
in einem durch die Endpun kte der Grundlinie gehen- 
den Kugelkreise. 

Es sei ferner ABC ein über der Basis AB stehendes sphä- 
risches Dreieck, dessen Grundlinie zu einem vollständigen gröss- 
ten Kreise ergänzt ist; die Bögen ABAi und BABi mögen 
halbe Umfange, mithin Ai und B^ die so- Fig. 67. 
genannten Gegenpunkte der Punkte A 
und li sein. Die Winkel der Dreiecke 
ABC und AiBiC sollen kurz mit Z BAC 
= A, ZABC = B, IACB = C, ZB,A,C 

= Al, lAiBiC = Bl, lAiCBi = C, 
bezeichnet werden und haben folgende Be- 
ziehungen zu einander. Es ist erstens 

Ci = C\ 



zweitens 
d. i. 


Al = 180 ^—ZAAiB = l^O'^—ZAiAB, 
Al = 180“ — A, 


und auf gleiche Weise 

Bl = 180“ — .B; 

durch Subtraction der letzten zwei Gleichungen von der ersten 
folgt 

Ci — (Al + = A + 360“; 

es bleibt daher die Differenz C\ — {Ai + Bi) dieselbe, so lange 
die Summe A B C sich nicht ändert. Nun wissen wir 
aber aus § 21, dass für alle Dreiecke von gleichem Flächen- 
inhalte die Winkelsumme A B C unverändert dieselbe ist; 
behält also das Dreieck ABC dieselbe Fläche und dieselbe 
Basis, so ist in dem Dreiecke AiBiC der Unterschied zwischen 
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■dem Winkel an der Spitze und der Summe der Basiswinkel 
gleichfalls unveränderlich und die Spitze C desselben kann be- 
liebig auf dem durch Ai, Bi und C gehenden Kugelkreise 
liegen. Dies gieht folgenden wichtigen Satz: Die Scheitel 
aller inhaltsgleichen über derselben Basis con- 
struirten sphärischen Dreiecke liegen in einem 
Kugelkreise, welcher durch die Gegenpunkte der 
Basisenden geht; ebenso umgekehrt: Bleibt die Grund- 
linie eines sphärischen Dreiecks unveränderlich 
und bewegt sich sein Scheitel auf der Peripherie 
eines durch die Gegenpuukte der Basisenden gehen- 
den Kugelkreises, so ändert sich auch die Fläche 
des Dreiecks nicht. 

Den durch C, Äi und Bi gehenden Kreis wollen wir zur 
Abkürzung den Scheitelkreis nennen; er ist auf der Kugel 
das, was in der Ebene eine durch C parallel zu AB gelegte 
Gerade sein würde. 

Lässt man C mit Bi (oder Ai) zusammenfallen, so geht 
BC in den halben grössten Kreis BBi über, welcher den 
Scheitelkreis in Bi berührt; das Dreieck ABC degenerirt dann 
in das Zweieck BiABBi , welches ihm an Fläche gleich kommt. 

Wenn nun ein beliebiges sphärisches Vieleck ABCDEFG 
gegeben ist, so kann man durch eine sphärische Diagonale AF 
ein Dreieck davon abschneiden, AF als dessen Basis ansehen 
und den zugehörigen Scheitelkreis construiren ; verlängert man 
ferner eine der an A und F anstossenden Vielecksseiten, etwa 
FF, bis sie den Scheitelkreis in G' schneidet, und verbindet 
Fig. 8. darauf G' mit A durch einen grössten Kreis, 

© so lässt sich das ahgeschnittene Dreieck 
AFG durch das ihm gleiche AFG' er- 
setzen, es fällt dabei die Ecke F weg und 
au die Stelle des ursprünglichen Vielecks 
ABCDFFG tritt das eine Seite weniger 
zählende Vieleck ABCBFG' . Das näm- 
liche Verfahren ist selbstverständlich mehr- 
mals nacheinander anwendbar, und man hat daher den schönen 
Satz: Jedes sphärische Vieleck lässt sich in ein Zwei- 
eck verwandeln, welches ihm an Fläche gleich ist. 
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§ 24. 

Polyeder iu und um die Kugel. 

Wenn man der Analogie nachgeht, welche sich bisher 
zwischen den Eigenschaften der Kugel und den früher ent- 
wickelten Eigenschaften des Kreises gezeigt hat, so kommt man 
von selbst auf die Betrachtung solcher Polyeder, deren Ecken 
auf einer Kugelfläche liegen, oder deren Seitenflächen eine Kugel 
berühren; von Polyedern^ der ernten Art sagt man, dass sie der 
Kugel eingeschrieben, von denen der zweiten Art, dass sie 
ihr umschrieben sind; die einen entsprechen den Sehnen-, 
die anderen den Tangentenvieleckeu. 

I. Wir bleiben zunächst bei der dreiseitigen Pyramide 
stehen, deren Ecken A, B, C, D heissen mögen. Durch drei 
von diesen Punkten, etwa A, B und C, 
lässt sich ein Kreis legen , und wenn 
man durch den Mittelpunkt M desselben 
eine Senkrechte auf der Ebene ABC er- 
richtet, so ist jeder Punkt P dieser Nor- 
malen gleich weit von A, B uud C ent- 
fernt, wie man vermöge der Congruenz der 
Dreiecke APB, BBC, CPA leicht findet. 

Ferner kann durch drei andere Pyramiden- 
ecken, etwa durch B, C und B, ein Kreis und dm'ch dessen 
Mittelpunkt N eine Normale NQ zur Ebene BCD gelegt wer- 
den; jeder Punkt von NQ hat dann wieder gleiche Entfernun- 
gen von B, C und D. Schnitten sich nun MP und NQ in 
einem Punkte 0, so würde 0 sowohl von A, B, C, als von 
B, C, B, d. h. von allen P 3 'ramidenecken gleich weit abstehen 
und es wäre dann 0 der Mittelpunkt und OA = OB = OG 
= OB der Halbmesser der umschriebenen Kugel. Dass aber 
MP und NQ sich in der That schneiden, zeigt folgende Be- 
trachtung. Die Kreise um ABC und BCB haben die Sehne 
BC gemein; fällt man auf diese sowohl von M als von N aus 
eine Senkrechte, so muss sie in jedem Falle halbirt werden, die 
Perpendikel von M auf BC und von N auf BC schneiden sich 
daher in einem Punkte S. Der Winkel MSN ist nun der 


Fig. (J9. 


D 
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Neigungswinkel der Ebenen ABC und BCD, die Ebene MSN 
steht senb'echt auf JSC, sowie auf den Ebenen ABO, BCD, 
und sie muss deshalb die Normalen 3IP und NQ in sich ent- 
halten. Der Umstand aber, dass MP und NQ in einer Ebene 
liegen, zeigt augenblicklich, dass ein Durchschnitt 0 beider Ge- 
raden existirt. Wir haben demnach den Satz: Um jede drei- 
seitige Pyramide lässt sich eine Kugelfläche be- 
schreiben; oder auch: Beschreibt man um die Seiten- 
flächen einer dreiseitigen Pyramide Kreise und er- 
richtet in deren Mittelpunkten Normalen auf den 
Ebenen derselben, so schneiden sich diese vier Ge- 
raden in einem Punkte, dem Mittelpunkte der um- 
schriebenen Kugel. 

Ist wiederum AB CD eine dreiseitige Pyramide und der 
Neigungswinkel der Seitenflächen ABC und ABD durch eine 
Ebene halbirt, so hat jeder Punkt dieser letzteren Ebene gleiche 

Fig. 70. Entfernungen von den Ebenen ABC und ABD, 



wovon man sich leicht dadurch überzeugen kann, 
dass man durch irgend einen Punkt der winkel- 
halbirenden Ebene auf ABC und ABD Senk- 
rechte herablässt und durch diese die Normal- 
ebene zu AB legt. In ähnlicher Weise hat 
jeder Punkt der Ebene, welche den Neigungs- 
winkel an der Kante BC halbirt, gleiche Ent- 


fernungen von den Seitenflächen BCA und BCD; endlich ist 


jeder Punkt der den Winkel an CA halbirenden Ebene gleich 


weit von den Seitenflächen CAB und CAD entfernt. Die ge- 


nannten drei winkelhalbirenden Ebenen schneiden sich in einem 


Punkte 0, dessen Abstände von allen vier Seitenflächen der Py- 
ramide gleich sind; nimmt man daher 0 als Mittelpunkt und 
einen jener gleichen Abstände als Halbmesser einer Kugel, so 
berührt diese die Seitenfläche der Pyramide, d. h.: In jede 
dreiseitige Pyramide lässt sich eine Kugelfläche 
beschreiben, oder auch: Die sechs Ebenen, welche die 
Flächenwinkel einer dreiseitigen Pyramide hal- 
biren, schneiden sich in einem Punkte, dem Mittel- 
punkte der eingeschriebenen Kugel. Halbirt man nicht 
die an der Basis liegenden Flächenwinkel selbst, sondern ihre 
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Nebenwinkel, so gelangt mau zu einer Kugel, welche eine Seiten- 
fläche, etwa ABC, und die Erweiterungen der übrigen Seiten- 
flächen berührt; solcher neuer Kugelflächen giebt es vier, im 
Ganzen also fünf Kugeln, welche vier gegebene Ebenen be- 
rühren. 


11 . Mau erkennt aus dem Vorigen, dass sich um oder in 
ein Polyeder von mehr als vier Ecken im Allgemeinen keine 
Kugelfläche beschreiben lässt, dass vielmehr besondere Bedingun- 
gen hierzu gehören; letztere sind aber bei den regulären Kör- 
pern immer erfüllt, wie wir noch zeigen wollen. 

Von den in einer Ecke A zusammenstossenden Seitenflächen 
eines regelmässigen Polyeders betrachten wir drei, ABC, ABD, 
ACE, dieselben sind congruent und gegeneinander um gleiche 
Winkel geneigt, also der Flächenwinkel an AB gleich dem an 
AC-, ferner sei ilX der Mittelpunkt 
des um ABC beschriebenen Kreises, 
ebenso N der Mittelpunkt von ABD. 

^ Laasen wir von M auf AB eine Senk- 
rechte herab, so Ist ihr Fusspunkt S 
. der Halbirungspunkt von AB, ebenso 
^ würde eine Senkrechte von N auf AB 
die letztere Gerade gleichfalls halbiren, 
und daher treften die Perpendikel von M und von N auf AB 
in einem Punkte S zusammen ; Z MSN ist nun der an 
der Kante AB liegende Neigungswinkel und die Ebene 
MSN normal zu AB, sowie zu den Ebenen ABC und ABD. 
Errichtet man in 31 und N Senkrechte auf den Ebenen ABC 
, und ABD, so liegen diese Normalen in einer Ebene, nämlich 
31SN-, sie schneiden sich daher in einem Punkte 0, welchem 
folgende Eigenschaften zukommen. 

Zieht man OS, so entstehen zwei congruente Dreiecke 
03IS und ONS (wegen OS = OS, MS = NS, 131 = 
IN = 90"), und es ist daher OM — ON, d. h. 0, gleich 
weit von den Ebenen ABC und ABD entfernt. Um nun zu 
entscheiden, ob 0 auch eben so weit von der dritten Ebene 
ACE entfernt ist, lassen wir von 0 auf ACE die Senkrechte 
OP herab, legen durch 031 und OP die Ebene 3I0P, welche 


Fig. 71. 
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AC normal in T schneidet, ziehen MT und PT, wodurch der 
Neigungswinkel MTP gebildet wird, und haben dann zur Ver- 
gleichung der Vierecke OMSN und OM TP die Data: OM = 
OM, MS = MT (weil MT senkrecht auf AC und ABC ein 
regelmässiges Polygon ist), Z OMS = Z OMT = 90“, Z ONS 
— Z OPT = 90“, Z MSN — Z MTP (wegen der Kegelmässig- 
keit des Körpers). Aus der Gleichheit fünf entsprechender 
Stücke folgt die Congruenz der Vierecke OMSN und OMTP 
und daraus ON = OP. Demnach ist 0 von der Ebene ACE 
eben so weit wie von den Ebenen ABC und ABD entfernt, 
und man würde auf ähnliche Weise zeigen, dass 0 der Beihe 
nach gleiche Abstände von allen Seitenflächen des Polyeders 
besitzt; es ist daher 0 der Mittelpunkt der in das Polyeder 
beschriebenen Kugelfläche und OM = ON = OP ... ihr Halb- 
messer. Da ferner aus nahe liegenden Gründen P der Mittel- 
punkt des um ACE beschriebenen Kreises sein muss , so hat 
man folgenden Satz: Errichtet man in den Mittelpunk- 
ten d er Seitenflächen eines regelmässigen Polyeders 
Normalen, so schneiden sich diese im Mittelpunkte 
der eingeschriebenen Kugelfläche. 

Denkt mau sich ferner 0 mit A, B und C verbunden, so 
entstehen die in zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel 
übereinstimmenden Dreiecke OMA, 0MB, OMC, es ist daher 
OA = OB = OC, d. h. 0 gleich weit von den Ecken der 
Seitenfläche ABC entfernt. Auf gleiche Weise ergiebt sich 
OA = OB = OD, mithin OC = OB, so dass 0 von den 
vier Punkten A, B, C, D gleich weit entfernt ist. Ferner 
ist, wenn OE gezogen wird, ON = OP (nach dem Vorigen), 
Z.OND = LOPE = 90“ und NB = PE (weil P als 
Mittelpunkt des Polygons ACE betrachtet werden dai'f); die 
Dreiecke ONB und OPE sind also wiederum congruent, es 
folgt daraus OB ~ OE und es ist daher 0 von den fönt 
Punkten A, B, C, B, E gleich weit entfernt. Diese Schluss- 
weise führt leicht weiter zu dem allgemeinen Resultate: Nicht 
nur in, sondern auch um eine reguläres Polyeder 
kann eine Kugelfläche beschrieben werden, und 
zwar sind beide Kugelflächen concentrisch. 
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§ 25 . 

Die Cylinderfläche. 

Bewegt sich eine, iu ihrer ganzen unendlichen Ausdehnung 
gedachte Gerade so, dass sie immer durch die Peripherie eines 
festen Kreises geht und gleichzeitig einer bestimmten Geraden 
parallel bleibt, so beschreibt die bewegliche Gerade eine Fläche, 
welche Kreiscylinderfläche heisst; den festen Kreis nennt 
man die Leitlinie (Directrix) derselben und die durch den 
Mittelpunkt parallel der unveränderlichen Richtung gelegte Ge- 
rade ihre Achse. In dem speciellen Falle, wo die bewegliche 
Gerade senkrecht zur Ebene der Directrix bleibt, führt die 
Cylinderfläche den Namen der geraden Kreiscj'linderfläche ; da 
sie die einzige unter den Cylinderflächen ist, deren Eigenschaften 
sich mit einiger Vollständigkeit auf elementarem Wege ermitteln 
lassen, so werden wir uns im Folgenden auf die Untersuchung 
dieser besonderen Fläche beschränken und sie die Cylinderfläche 
schlechthin nennen. 

Aus der oben angedeuteten Entstehung der Cylinderfläche 
geht hervor, das jeder Punkt der beweglichen Geraden, also auch 
jeder Punkt der Cylinderfläche, iu immer gleicher Entfernung 
von der Achse bleibt, oder dass er bei dem Fortrücken der Ge- 
raden einen Kreis durchläuft, dessen Ebene der Ebene der 
Directrix parallel, dessen Radius dem Halbmesser der Leitlinie 
gleich und dessen Mittelpunkt in der Achse liegt; demzufolge 
entsteht die Cylinderfläche auch, wenn man von zwei parallelen 
Geraden die eine fest hält und die andere, sammt der Ebene 
beider Parallelen, um die feste Gerade heruradreht, bis sie wieder 
in ihre ursprüngliche Lage kommt. Begränzt man die beiden 
Parallelen dadurch, dass man sie als Gegenseiten eines Rechtecks 
nimmt, so wird nur ein Theil der Cylinderfläche, ein sogenann- 
ter Cylindermantel, erzeugt; die beiden übrigen Seiten des 
rotirenden Rechtecks beschreiben parallele und congmente Kreise, 
deren Ebenen mit dem Cylindermantel zusammen einen geschlosse- 
nen Raum begränzen; letzterer heisst das Cylindervolumen,. 
der eine jener Parallelkreise die Basis (Grundfläche) des 
Cylinders und die Entfernung beider Parallelkreise seine Höhe. 
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Die Cjilnderfläclie und die Gerade. Dem Vorigen 
zufolge lassen sich auf der Cylinderfläche nach einer bestimmten 
Kichtung Gerade ziehen, weil jede durch einen Punkt der Di- 
rectrix parallel zur Achse gelegte Gerade als die in irgend einer 
ihrer Lagen befindliche rotirende Gerade betrachtet werden kann 
und mithin alle ihre Punkte zugleich Punkte der Fläche sein 
müssen. Zieht man dagegen durch einen im Innern oder ausser- 
halb der Directrix liegenden Punkt eine Parallele zur Achse, 
so hat jede derartige Gerade überall gleichen Abstand von der 
Achse, und zwar ist derselbe kleiner oder grösser als der Halb- 
messer der Directrix, woraus augenblicklich folgt, dass kein 
Punkt dieser Parallelen auf der Cylindeidläche liegen kann ; man 
hat daher den Satz: Parallelen zur Cylinderachse haben 
entweder alle Punkte oder keinen Punkt mit der 
Cylinderfläche gemein, und zwar findet der erste 
oder zweite Fall statt, je nachdem die Entfernung 
der Parallelen von der Cylinderachse gleich dem 
Halbmesser der Directrix ist oder nicht. 

Um ferner die Lago einer der Achse nicht parallelen Ge- 
raden beurtheilen zu können, projiciren wir dieselbe auf die 
Fig. 72. Ebene der Directrix; verbinden wir 

z. B. zwei Punkto Ä und B der Cy- 
linderfläche durch eine Gerade und 
nennen A' und 2>*' die Projectionen 
von A und B, so ist A'B' die Pro- 
jection von AB, zugleich liegen die 
Geraden AA' und BB' auf der Fläche. 
Von einem dritten Punkte C der Geraden AB fällt die Pro- 
jection C auf A'B'-, läge nun C auf der Cylinderfläche, so 
müsste dies mit der Geraden CC ebenso der Fall sein, mithin 
wäre C ein Punkt der Directrix; dies ist aber unmöglich, weil 
drei Punkte nicht gleichzeitig auf einer Geraden und auf einem 
Kreise liegen können. Man erkennt hieraus, dass eine der Achse 
nicht parallele Gerade höchstens zwei Punkte mit der Cylinder- 
fläche gemein haben kann; demzufolge lassen sich nicht nach 
allen Richtungen hin Gerade auf der Cylinderfläche ziehen, und 
daher ist letztere eine krumme Fläche. 

Wenn die Gerade A'B' zur Tangente an der Directrix 
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wird, wenn also die Punkte A! und B' zu einem Punkte J)' 
Zusammenfällen, so vereinigen sicli auch A und B zu einem 
Punkte D; jeder von D' verschiedene Punkt B' der Tangente 
B'E' liegt nun ausserhalb der Directrix, die zu B'B' senkrechte 
Gerade B'B mithin ausserhalb der Cylinderfläche, folglich auch 
der Punkt f, von welchem B' die Projection ist, ausserhalb 
der Fläche. Die Gerade BB hat jetzt nur noch einen Punkt 
I) mit der Cylindeidläche gemein und heisst dann Tangente 
an letzterer; der gemeinsame Punkt ist der Berührungspunkt. 

Kückt die Gerade ^B' noch weiter weg, so dass sie keinen 
Punkt mit der Directrix gemein hat, so liegt nach derselben 
Schlussweise auch jeder Punkt von AB ausserhalb der Cyliuder- 
oberfläche. Demgemäss haben wir folgenden Satz: Eine der ' 
Achse nicht parallele Gerade muss die Cyfinder- 
fläche entweder in zwei Punkten schneiden, oder 
in einem Punkte sie berühren, oder ganz ausser ihr 
liegen; von diesen Fällen findet der erste, zweite 
oder dritte statt, je nachdem die Projection der Ge- 
raden auf die Directrixebene die Leitlinie schneidet, 
berührt, oder völlig ausschliesst. 

Die Cylinderfläche und die Ebene. Denkt man 
sich durch die beiden Parallelen AA! und BB' eine Ebene 
gelegt, so hat diese mit der Cylinderfläche die beiden Geraden 
AA! und BB' gemein, sobald AB die Fläche schneidet; dass 
aber ausserdem kein Punkt der Ebene auf der Fläche liegen 
kann, erkennt man augenblicklich, wenn man den willkührlichen 
Punkt C als zur Ebene AA'B'B gehörend betrachtet. Wird 
ferner A'B' zur Tangente B'B', so hat die Ebene BB'B'B 
nichts als die Gerade BB' mit der Cylinderfläche gemein und 
man sagt dann, die Ebene berühre die Fläche längs einer 
Geraden {BB'); wenn endlich die Gerade A'B' ausserhalb der 
Directrix liegt, so haben die Ebene imd die Fläche keinen 
Punkt gemein. Zusammen giebt dies den Satz: Eine zur 
Cylinderachse parallele Ebene muss die Fläche ent- 
weder in zwei zur Achse parallelen Geraden schnei- 
den, oder längs einer Parallelen zur Achse berühren, 
oder ganz ausser ihr liegen; von diesen Fällen tritt 
der erste, zweite oder dritte ein, je nachdem die 

Sclil&tQilch, Geometrie II. 3. AaHage. i 
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Ebene die Directrix schneidet, berührt oder gänz- 
lich ausschliesst. 

Eine zur Achse nicht parallele Ebene schneidet nothwendig 
die Achse, mithin auch die Cylinderfläche. Dabei sind aber 
Fig. 73. beiden Fälle zu unterscheiden, ob die Ebene 

^ auf der Achse senkrecht steht oder nicht. Im 
ersten Falle sei C der Mittelpunkt der Directrix, 
D der Punkt, in welchem die der Directrix 
parallele Ebene die Achse schneidet und CPQB 
eine durch die Achse gelegte Ebene, welche 
die Fläche in der Geraden PQ schneidet. Nach 
^ dem Früheren ist PQ || CD, wegen des Paral- 

lelismus beider Ebenen CP || BQ, mithin CPQB ein Paral- 
lelogramm (specieller ein Rechteck) und folglich BQ = CP, 
d. h.: Jeder zur Achse der Cyliuderfläche senkrechte 
Schnitt ist ein Kreis. 

Bei jeder anderen Lage der schneidenden Ebene entsteht 
eine geschlossene krumme Linie, die sich wesentlich vom Kreise 
unterscheidet; wir werden sie im nächsten Capitel weiter unter- 
suchen. 











§ 26 . 

Cylinder- und Kugelfläche. 

Sehr mannichfaltig sind die verschiedenen Lagen, welche 
eine Cylinder- und eine Kugelfläche gegeneinander haben können ; 
man bringt dieselben am bequemsten dadurch zur Anschauung, 
dass man durch die Achse des Cylinders und durch den Mittel- 
punkt der Kugel eine Ebene legt, welche die Kugel in einem 
grössten Kreise und die Cylinderfläche in zwei parallelen Ge- 
raden schneidet. Die Frage nach den möglichen Lagen der 
Kugel gegen den Cylinder reducirt sich dann auf die einfachere 
Frage nach den verschiedenen Lagen eines Kreises gegen zwei 
parallele Gerade. Hiernach gelangt man leicht zur Unterschei- 
dung der folgenden Fälle. 

1. Die Kugel liegt ganz innerhalb des Cylinders und zwar 
so. dass beide Flächen keinen Punkt gemein haben. 
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2. Die Kugel liegt gauz innerhalb der Cylindei-fläche und 
berührt dieselbe in einem Punkte. 

3. Die Kugel liegt so innerhalb der Cylinderfläche , dass 
sie letztere in einem Kreise berührt. Dieser Fall tritt ein, 
wenn die Halbmesser beider Flächen gleich sind und der Mittel- 
punkt der Kugel auf der C)'liiulerachse liegt. 

4. Die Kugel ist, ohne die Cylinderfläche irgendwie zu 
berühren, zum Theil innerhalb des Cylinders enthalten und liegt 
zum andern Tbeile ausser ihr; beide Flächen schneiden sich 
dann in einer geschlossenen nicht ebenen krummen Linie. 

5. Die Kugel berührt die Cylinderfläche an der Innenseite 
imd schneidet sie im Cebrigen. 

6. Die Kugelfläche schneidet die Cylindei-fläche zweimal, 
so dass zwei getrennte Durchschnittslinien entstehen, von denen 
jede für sich geschlossen ist. 

7. Die Kugelfläche berührt die Cylinderfläche von Aussen, 
in einem Punkte und hat sonst keinen Punkt weiter mit ihr 
gemein. 

8. Die Kugelfläche liegt ausserhalb der Cylinderfläche, ohne 
auch nur einen Punkt mit ihr gemein zu haben. 

Die Untersuchung der in den Fällen 4., 5. und 6. ent- 
stehenden krummen Durchschnittslinien übersteigt die Klüfte 
der Filementargeometrie, doch werden wir im letzten Abschnitte 
dieses Werkes zeigen, wie die Projectionen der betreffenden 
Linien construirt werden können. 

Endlich würden noch die möglichen gegenseitigen Lagen 
zweier Cylinderflächen zu erörtern sein. Diese Untersuchung 
hat in dem Falle keine Schwierigkeit, wo die Achsen beider 
Flächen in einer Ebene liegen; sie reducirt sich dann auf die 
Frage nach den möglichen gegenseitigen Lagen zweier Paare 
von Parallelen. Sind dagegen die beiden Achsen nicht in einer 
Ebene enthalten, so wird die Sache zu umständlich, als dass 
wir sie hier erledigen könnten; doch wird auch hier der letzte 
Abschnitt in jedem gegebenen specielleu Falle die Entscheidung 
liefern. 
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§ 27 . 

Die Kegelfläche. 

Wenn eine in ihrer ganzen unendlichen Ausdehunng ge- 
dachte Gerade sich in der Weise bewegt, dass sie die Peripherie 
eines Kreises durchläuft und gleichzeitig durch einen festen, 
ausserhalb des Kreises liegenden Punkt geht, so beschreibt sie 
eine sogenannte Kreis-Kegel fläche; der gegebene Kreis 
heisst die Leitlinie (Directrix), der feste Punkt der 
Mittelpunkt der Fläche (letztere Benennung hat darin ihren 
Grand, dass die Fläche aus zwei congraenten einander entgegen- 
gesetzt liegenden Theilon besteht, die nichts weiter als jenen 
Punkt miteinander gemein haben); die Gerade endlich, welche 
das Centrum der Leitlinie mit dem Mittelpunkte der Fläche 
verbindet, wird die Achse der Fläche genannt. 

Im Folgenden setzen wir immer voraus, dass die Achse 
normal zur Ebene der Directrix sei; die Fläche heisst dann eine 
gerade Kreiskegelfläche oder Kegelfläche schlechthin. Dieselbe 
entsteht auch, wenn ein rechtwinkliges Dreieck, dessen eine Ka- 
thete und H3T)otenuse unendlich verlängert sind, um die ver- 
läugei-te Kathete gedreht wird, bis es wieder in seine ursprüng- 
liche Lage kommt; die festgehaltene Kathete ist dann die Achse, 
der Endpunkt der nicht verlängerten Kathete beschreibt die Di- 
rectrix, und die Hypotenuse erzeugt die Kegelfläche. Die Ebene 
und die Cylinderfläche können übrigens als 'die extremsten Fälle 
der Kegelfläche betrachtet werden ; fallt nämlich der Mittelpunkt 
der Kcgelfläche mit dem Centrum der Directrix zusammen, so 
geht die Kegelfläche in eine Ebene (die der Directrix) über; 
rückt dagegen der Mittelpunkt der Fläche unendlich weit von 
der Directrix weg, so wird die Kegelfläche zur Cylinderfläche. 

Die Ebene der Directrix und der von der Directrix bis zum 
Mittelpunkte sich erstreckende Theil der Kegelfläche begräuzen 
zusammen einen allseitig geschlossenen Raum , welcher ein 
Kegelvolumen oder kurz ein Kegel heisst; die Fläche der 
Directrix wird die Grundfläche (Basis) desselben genannt, 
der Mittelpunkt erhält den Namen der Spitze des Kegels, die 
Entfernung der Spitze von der Basis heisst die Höhe und die 
Entfernung der Spitze von irgend einem Punkte des Umfanges 
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der Basis die Seite des Kegels. Die krumme Oberfläche des 
Kegels pflegt man seinen Mantel zu neunen. 

Die Kegelfläche und die Gerade. Der angegebenen 
Entstehung der Kegelfläche zufolge liegt jede Gerade vom Mittel- 
punkte nach irgend einem Punkte der Directrix ganz in der 
Fläche ; ebenso ist umgekehrt klar, dass eine Gerade, vom Mittel- 
punkte nach irgend einem Punkte der Fläche gezogen, ganz in 
der Fläche liegen und die Directrix schneiden muss; im Gegen- 
falle nämlich würde die bewegliche, die Kegelfläche beschreibende 
Gerade in derjenigen Lage, bei welcher sie durch den fraglichen 
Punkt geht, mit jener Verbindungslinie zwei Punkte gemein 
haben, ohne mit ihr zusammenzufallen, was unmöglich ist. Ver- 
bindet man dagegen einen nicht auf der Peripherie der Leit- 
linie gewählten Punkt mit dem Mittelpunkte, so kann eine der- 
artige Gerade ausser dem Mittelpunkte keinen weiteren Punkt 
gemein haben, denn hätte die Gerade zwei Punkte mit der 
Fläche gemein, so läge sie in ihr und müsste dann die Directrix 
schneiden, was gegen die Voraussetzung ist. Beide Fälle liefern 
dann zusammen den Satz: Eine durch den Mittelpunkt 
der Kegelfläche gehende Gerade hat entweder alle 
Punkte oder nur einen Punkt mit der Fläche ge- 
mein, und zwar findet der erste oder zweite Fall 
statt, je nachdem der Winkel, den die Gerade mit 
der Achse bildet, gleich oder nicht gleich dem 
Winkel zwischen der Achse und der Seite des Ke- 
gels ist. 

• Um ferner die Lage irgend einer anderen durch zwei Punkte 
A und B gehenden Geraden AB be- 
urtheilen zu können, denken wir uns 
durch AB und den Mittelpunkt 0 
eine Ebene gelegt und diese erweitert, 
bis sie die Ebene der Directrix in 
einer Geraden A'B' schneidet, wobei 
A' mit A und 0, ebenso B' mit B 
und 0 in gerader Linie liegen möge; 
die Punkte A' und B' nennen wir 
die Centralprojectionen der Punkte A und B, ebenso die 
Gerade A'B' die Centralprojection von AB. Sind nun A und B 
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Punkte der Kegelfläche, so liegen OA und OB in der Fläche, 
mithin Ä' und B' auf der Directrix; von einem dritten Punkte 
C der Geraden AB iällt die Centralprojection C' auf A'B ' ; 
läge nun C auf der Kegelfläche, so müsste C' in die Directrix 
fallen, was unmöglich ist, weil drei Punkte A', B\ C nicht 
gleichzeitig einer Geraden und einem Kreise angehören können. 
Man erkennt hieraus, dass eine nicht durch den Mittelpunkt der 
Kegelfläche gehende Gerade höchstens zwei Punkte mit der 
Fläche gemein hat. Demnach lassen sich nicht nach allen 
Richtungen hin Gerade auf der Kegelfläche ziehen, imd es ist 
demnach letztere eine krumme Fläche. 

Wenn die Gerade A'B' zur Tangente an der Directrix 
wird, mithin A' und B' zu einem Punkte D' zusammenfallen, 
so vereinigen sich auch A und B zu einem einzigen Punkte 
D; für jeden anderen Punkt E der nunmehrigen Geraden DE 
fällt die Centralprojection E' ausserhalb der Directrix, weil E' 
von D' verachieden sein muss, und daraus folgt, dass E nicht 
auf der Kegelfläche liegen kann, weil sonst E' ein Punkt der 
Directrix sein müsste. Die Gerade DE hat jetzt nur einen 
Punkt D mit der Kegelfläche gemein und heisst eine Tangente 
an derselben; D ist ihr Berührungspunkt. 

Liegt endlich die Gei-ade A'B' so ausserhalb der Directrix, 
dass sie mit dieser keinen Punkt gemein hat, so giebt eine 
ähnliche Schlussweise wie vorhin zu erkennen, dass die Gerade 
AB selbst keinen Punkt mit der Kegelfläche gemein hat, also 
ganz ausserhalb der Fläche vorüberzieht. Das Bisherige zu- 
sammen liefert den Satz: Eine nicht durch den Mittel- 
punkt der Kegelfläche gehende Gerade muss letz- 
tere entweder in zwei Punkten schneiden, oder in 
einem Punkte berühren, oder ganz ausser ihr liegen, 
je nachdem die Centralprojection der Geraden auf 
die Directrixebene die Leitebene schneidet, berührt 
oder völlig ausschliesst. 

Die Kegelfläche und die Ebene. Die durch 0 und 
AB gelegte Ebene, welche zugleich A'B' enthält, hat mit der 
Kegelfläche die Geraden OA'A und OBB' gemein, sobald AB 
die Fläche schneidet; dass ausserdem kein Punkt der Ebene auf 
der Fläche liegen kann, ersieht man augenblicklich, wenn man 
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den willkührlichen Punkt C als zur Ebene OAÄ'B'B gehörend 
betrachtet. Wird ferner A'B' zur Tangente D'E', so hat die 
Ebene ODD'E'E mit der Fläche nur die Gerade ODD' gemein 
und man sagt dann, die Ebene berühre die Fläche längs 
der Geraden ODD'', wenn endlich die Gerade A'B' ganz 
ausserhalb der Directrix liegt, so haben die Ebene und die 
Fläche nur den Punkt 0 gemein. Zusammen giebt dies den 
Satz: Eine durch den Mittelpunkt der Kegelfläche 
gehende Ebene muss die Fläche entweder in zwei 
nach dem Mittelpunkte zusammenlaufenden Geraden 
schneiden oder längs einer durch den Mittelpunkt 
gehenden Geraden berühren, oder nur den Mittel- 
punkt mit ihr gemein haben; von diesen Fällen 
tritt der erste, zweite oder dritte ein, je nachdem 
die Ebene die Directrix schneidet, berührt oder 
gänzlich ausschliesst 

Indem wir ferner solche Ebenen betrachten, welche nicht 
durch den Mittelpunkt der Kugelfläche gehen, unterecheiden wir, 
ob die Ebene senkrecht zur Achse steht oder nicht. Im ersten 
Falle sei C der Mittelpunkt der Directrix, D der Punkt, in 
welchem die zur Directrix parallele Ebene die Achse schneidet 
und CDP eine beliebige, durch die Achse gelegte Ebene, welche 
die Fläche in der Geraden OQB schneidet; 
ziehen wir, CP und DQ, so entstehen die 
ähnlichen Dreiecke OCP und ODQ, in denen 

= « CP 

ist; die Unveränderlichkeit von OD, OC, CP 
zieht hier die Unveränderlichkeit von DQ nach 
sich, d. h.: Jeder zur Achse der Kegel- 
fläche senkrechte Schnitt ist ein 
Kreis. 

Bei jeder anderen Lage der schneidenden Ebene denken wir 
uns durch die Achse der Fläche eine Ebene senkrecht zur 
Schnittebene gelegt; diese Hülfseberie schneidet die Kegelfläche 
in zwei Geraden OA' und OB', die Schnittebene in der Ge- 
raden AB, und enthält die Achse in der Weise, dass der Win- 
kel, welchen letztere mit AB bildet, der Neigungswinkel der 
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Schnittebene gegen die Achse ist. Den so entstandenen Durch- 
schnitt A'Oli' des Kegels wollen wir seinen Hauptschnitt nennen, 
weil durch ihn die Lage der schueidenden 
Ebene gegen die Achse zur Anschauung 
gebracht wird. Es sind nun die Fälle 
zu unterscheiden, ob der Winkel OAB, 
welcher sich von 0“ bis 180“ ändern 
kann, weniger, ebensoviel oder mehr als 
der Winkel A"OB betrügt; im ernten 
Falle schneidet die Ebene nur die eine 
Hälfte der Fläche, und zwar in einer ge- 
schlossenen krummen Linie*), im zweiten 
ß' Falle schneidet die Ebene gleichfalls nur 
den einen Theil der Fläche, aber in einer 
krummen Linie von unendlicher Ausdehnung, im dritten Falle 
trifft der Schnitt beide Theile der Fläche und bildet daher eine 
Linie, welche aus zwei zusammengehörigen, iu’s Unendliche 
gehenden Zweigen besteht. Eine genauere Untersuchung dieser 
ki'ummen Linien giebt das nächste Capitel. 

§ 28. 

Kegel- und Kugelfläche. 

Um die verschiedenen möglichen Lagen einer Kugel gegen 
eine Kegellläche beurtheilen zu können, legen wir’ durch die 
Achse des Kegels und durch den Mittelpunkt der Kugel eine 
Ebene, welche den Kegel in zwei Geraden und die Kugel in 
einem grössten Kreise schneidet; die verschiedenen möglichen 
Lagen dieses Kreises gegen jene zwei sich schneidenden Geraden 
bestimmen jetzt die verschiedenen Fälle, welche eintreten können. 
Betrachtet man zunächst nur einen Theil der Kegelfläche, so 
gelten fast wörtlich dieselben Unterscheidungen wie in § 26, 
die wir eben deshalb nicht wiederholen wollen; durch Hinzu- 
nahme der zweiten Hälfte wird aber die Discussion um einige 
Fälle reicher; es kann nämlich die Kugel beide Theile der 

*) Um die Figur nicht mit krummen Linien zu überladen, ist nur die 
Vorderseite des Kegels, also von jedem Schnitte desselben nur die Hälfte 
gezeiehnet wonlen. 
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Kegelfläche schneiden, oder den einen Theil schneiden und den 
anderen berühren, oder endlich beide Theile berühren. Die 
Untersuchung der krummen Linien, welche bei den verschiedenen 
Durchschnitten entstehen, gehört nicht mehr zur Elementargeo- 
metrie, doch werden wir im letzten Abschnitte dieses Werkes 
zeigen, wie die Projectionen dieser Linien construirt werden 
können. 

Endlich würden noch die gegenseitigen Lagen einer Kegel- 
und einer C 3 dinderfläche, sowie zweier Kegelflächen zu betiuchten 
sein. Die Discussion der hierbei möglichen Fälle hat keine 
Schwierigkeit, wenn die Achsen beider Flächen in einer Ebene 
liegen; sie wird dagegen verwickelter, sobald dieser günstige 
Umstand nicht stattfindet. Doch wird auch hier der letzte Ab- 
schnitt dazu dienen, um jeden gegebenen speciellen Fall zur 
Entscheidung zu bringen. 


Con.sti-uctionen zu Cap. V. 


1. Um eine gegebene dreiseitige Pyramide eine 
Kugel zu beschreiben. Die Basis der Pyramide sei ABC^ 
ihre Spitze D, der Mittelpunkt des um die Grundfläche be- 
schriebenen Kreises heisse 31 und F der 
Fusspunkt des von B auf ABC herabge- 
lassenen Perpendikels ; nach dem Früheren 
ist der Mittelpunkt 0 der umschriebenen 
Kugel in einer Geraden zu suchen, welche 
durcli 31 normal zur Basis, also parallel 
zu FB gezogen ist; durch jene Normale 
und diese Höhe FB bestimmt sich eine 
Ebene BF3I, welche die Kugelfläche in 
einem grössten Kreise und die Basis in 
der Geraden 31F schneidet. Letztere Gerade ist nichts Anderes 
als die gemeinschaftliche Sehne des grössten Kreises und des 
um ABC gelegten Kreises; verlängert man also F3I bis zu 
den Durchschnitten G und II mit dem um ABC beschriebenen 
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Kreise, so muss der grösste Kreis durch G und II gehen. Ausser- 
dem soll derselbe durch den Punkt D gehen, welcher gleichfalls 
in der Ebene DFM enthalten ist; man kennt also die Ebene 
des grössten Kreises und in ihr drei Punkte von ihm, mithin 
Data genug zu dessen Construction. Um letztere in einer Ebene 
auszuführen, denken wir xms das Netz der dreiseitigen Pyramide 
in die Ebene ihrer Basis auseinandergelegt und bestimmen, wie 
bei den Constructionen zu Cap. III. den Fasspunkt F der Senk- 
rechten BF, sowie die Höhe der Pyramide, wenn diese nicht 
unmittelbar bekannt sein sollte; wir verbinden ferner F mit 
dem Mittelpunkte M des um ABC beschriebenen Kreises und 
legen die Ebene FMD durch Drehung um FM in die Ebene 
ABC um, so dass FD' senkrecht auf MF und gleich der Höhe 
der Pyramide ist. Verlängern wir jetzt FM bis zu den Durch- 
schnitten G und H mit dem Kreise um ABC, so ist der durch 
B', G und H gehende Kreis ein grösster Kreis der umschrie- 
benen Kugel, O'D' ihr Halbmesser und O'M die Höhe ihres 
Mittelpunktes über der Ebene ABC. 

2. In eine gegebene dreiseitige Pyramide eine 
Kugel zu beschreiben. Wenn durch die Höhe BF der 
dreiseitigen Pyramide DABC eine Ebene normal zur Kaute BC 
gelegt wird (was nach dem Früheren immer möglich ist) und 
G der Durchschnitt heisst, so ist Z BGF der an der Kante 
BC liegende Neigungswinkel A\ vermöge 
der Bemerkung, dass er in einem recht- 
winkligen Dreiecke BFG zwischen der 
Kathete FG und der Hypotenuse BG 
liegt, kann er in der Netzebene leicht 
construirt werden, indem man GK — GF 
als Kathete und GEi = GBi als Hypo- 
tenuse eines rechtwinkligen Dreiecks 
nimmt, worin jetzt AEiGK = A ist. 
Auf gleiche Weise können die übrigen 
an der Basis der Pyramide liegenden 
Neigungswinkel B, C gefunden werden. Halbirt man dieselben 
und construirt über der Basis ABC eine neue dreiseitige Pyra- 
mide mit den Neigungswinkeln \A, \B, \C, so ist ihre Spitze 
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der Mittelpunkt und ihre Höhe der Kadius der eingeschriebenen 
Kugel; nach Nr. 3., S. 34, lässt sich das Netz der neuen Py- 
ramide, mithin auch ihre Höhe construiren, und somit die Auf- 
gabe dmch Zeichnung in einer Ebene lösen. 

3. In und um ein reguläres Polyeder eine Kugel 
zu beschreiben. Wir bemerken zunächst, dass es nach der 
in § 12 angegebenen Entstehungsweise der regulären Körper 
nicht die mindeste Schwierigkeit hat, den Neigungswinkel zweier 
Seitenflächen eines regelmässigen Körpers zu construiren. Ist 
nämlich jede Ecke von drei Seitenebenen gebildet, wie bei dem 
Tetraeder, Würfel und Dodekaeder, so bedarf es nur der An- 
wendung des auf S. 33, Nr. 1. angegebenen Verfahrens; beim 
Oktaeder construirt man eine dreiseitige Ecke aus den Seiten 
ABC = 60», A'BC = 60“, ABA' 

= 90“, so ist der an der Kante BC 
liegende Neigungswinkel der gesuchte 
Winkel; bei dem Ikosaeder construirt 
man die dreiseitige Ecke an B' aus 
den Seiten A'B'F' = 60“, C'B'F' 

= 60“, A'B'C = 108“, so ist der 
an B'F' liegende Neigungswinkel der 
gesuchte Winkel. Man kann ferner 
um das regelmässige Vieleck, welches 
die eine Seitenfläche des Polyeders Fig. 80. 

bilden soll, einen Kreis beschreiben 
und nach Vornahme beider Construc- 
tionen kennt man für zwei an einer 
Kante AB zusammenstossende Seiten- 
flächen die Kreismittelpunkte Jf, N, 
ihre Entfernungen von AB und den 
Winkel MSN. Das Viereck MSNO Fig. 81. 

kann Jetzt in irgend einer beliebigen 
Ebene construirt werden und giebt 
MO = NO als Halbmesser der ein- 
geschriebenen Kugel ; bildet man ferner 
ein rechtwinkliges Dreieck, dessen eine 
Kathete MO und dessen andere Ka- 
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thete die bekannte Gerade MB ist, so erhält man als Hjpo- 
tenuse OB den Halbmesser der umschriebenen Kugel. 


4. Das Netz des Cylinders. Vermöge des Umstandes, 
dass eine Ebene die Cylinderfläche längs einer Geraden berührt, 
lässt sich der Mantel eines Cylinders in eine Ebene ausbreiten; 
rollt nämlich der Cylinder auf einer Ebene fort, so bleibt diese 
immer Berührungsebene, und die Gerade, längs welcher die 
Berührung erfolgt, wird der Reihe nach mit allen Geraden iden- 
tisch, welche auf der Fläche gezogen werden können. Diese 
sogenannte Abwickelung des Cylindermantels liefert ein Recht- 
eck, dessen Basis der Peripherie der Cylinderbasis und dessen 
Höhe der Cylinderhöhe gleichkommt. Die Basis des Cylinders 
Fig. 82. und die gegenüberliegende 

Fläche sind Kreise von 
bekanntem Radius und 
können leicht in die Ebene 
des abgewickelten Mantels 
umgelegt werden. Das 
vollständige Netz besteht 
daher aus einem Recht- 
ecke und zwei Kreisen 
in der durch die Figur angegebenen Form, und es ist dabei 
A'B’ = 71. AB, A'C = AC. 



A 



5. Das Netz des Kegels. Wenn der Kegelmantel auf 
ähnliche Weise wie vorhin der Cylindermantel abgewickelt wird, 
so entsteht ein Kreisausschnitt, dessen Halbmesser gleich der 
Seite des Kegels und dessen Bogen gleich der Peripherie der 


Fig. 83. 
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Kegelbasis ist; man hat daher, wenn AB den Durchmesser der 
Basis und OA die Seite bedeutet, 0'A'= OA, Are A'B' = n.AB 
oder in Theileu des Halbmessers 


IA'0'B’ = 


7^ AB 
AO ‘ 


Auf gleiche Weise kann der Mantel des abgestumpften Kegels 
abgewickelt werden, üm das Netz vollständig zu haben, ist 
noch die Basis und die beim abgestumpften Kegel ausserdem 
vorhandene Parallellläche in dieselbe Ebene umzulegen. 


Cap. VI. 

Oie Kegelschnitte. 

§ 29. 

Allgemeine Eigenschaften der Kegelschnitte. 

Die Ebene des Neigungswinkels der Kegelachse gegen die 
schneidende Ebene bildet mit dem Kegel einen aus zwei Geraden 
bestehenden Schnitt V'OV", den Hauptschnitt; dieser Haupt- 
schnitt und die schneidende Ebene haben die Gerade AB gemein, 
welche man die Hauptachse Fig. 84. 

<tes Kegelschnittes AP zu 
nennen pflegt, weil sie, wie 
leicht zu sehen ist, den Kegel- 
schnitt in zwei congioiente 
Hälften theilt. Denkt man 
sich ferner einen Kreis con- 
struirt, welcher OV' in U', 

OV" in U" und die Haupt- 
achse AB in F berührt, so 
liegt der Mittelpunkt dieses Kreises auf der Kegelachse, und 
während die Umdrehung von Z V'OV" um die Kegelachse die 
Kegelfläche erzeugt, beschreibt die Peripherie des Kreises U'FU" 
bei derselben Umdrehung eine Kugelfläche; letztere berührt den 
Kegel in einem Kreise U'UXJ", dessen Ebene senkrecht zur 
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Kegelachse ist. Gleichzeitig berührt die Kugelfläche auch die 
Schnittebene im Punkte F, welcher der Brennpunkt (Focus) 
des Kegelschnittes heisst. Ferner schneidet die Ebene des Kreises 
JJ'UÜ", hinreichend erweitert, die Kegelschnittsebene in einer 
Geraden HQ, die senkrecht auf der Hauptachse AB steht und 
die Directrix des Kegelschnittes genannt wird. Endlich ist 
zu bemerken, dass die verschiedenen Formen der Kegelschnitte, 
die wir in § 27 durch die Fälle 
lOABC\m’> — /.AOr\ Z.OAB= 1800 — lAOV", 

L OAB :> 1800 — ZAOV" 


unterschieden haben, auch durch ein anderes Kennzeichen be- 
stimmt werden können. Zieht man nämlich durch 0 parallel 
zu AB eine Gerade, welche die nöthigenfalls verlängerte U'U" 
in K schneidet, so kommt im ersten der genannten Fälle K 
auf die Verlängerung von TT U" zu liegen , im zweiten Falle 
ist K identisch mit ü” und im letzten Falle liegt K zwischen 
U" und U'. Statt dessen kann man auch sagen, im ersten 
Falle ist 


Fig. 84. 


OU"<OK oder ^^<1, 

C/A 

im zweiten Falle 
Of/" = OXoder -^Z- = l, 
und im letzten Falle 
OU">OK oder ^J>1; 
OU*' 

das Verhältniss bestimmt 
t/A 

also die Form des Kegel- 
schnittes und mag deshalb die Charakteristik des Kegel- 
schnittes heissen. 

Verbindet man irgend einen Punkt P des Kegelschnittes 
geradlinig mit der Kegelspitze 0, so ist OP eine der erzeugen- 
den Geraden des Kegels; sie schneidet den Kreis U'UU'' ii® 
Punkte U und berührt in demselben Punkte die vorhin con- 
struirte Kugel Ü'FU"U. Ferner lässt sich durch die drei 



Punkte 0, K und U eine Ebene legen, welche bei hinreichender 
Erweiterung die Ebene ABP in der Geraden PQ schneidet; 
zufolge des Umstandes, dass die Ebene OKU die Gerade OK 


I '1 
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enthält, welche parallel AB, also auch parallel zur Ebene ABP 
liegt, ist der Durchschnitt PQ\\OK\\AB mithin senkrecht 
zu HQ, d. h. PQ ist der Abstand des Punktes P von der Di- 
rectrix. Aus den ähnlichen Dreiecken PUQ und OUK hat man 

IV _ Oü 
PQ ~ OK' 

Linker Hand lässt sich die Kugeltangente PU durch die ihr 
gleiche Kugeltangente PF ersetzen; letztere ist die Entfernung 
des Punktes P vom Brennpunkte F und heisst der Radius- 
vector oder Brennstrahl des Punktes P. Rechter Hand 
kann statt der Kugeltangente OU die gleiche Kugeltangente 
OU” genommen werden, und nach diesen Substitutionen geht 
die vorige Gleichung über in 

PF OU" 

PQ ~ "OK 

d. h.; Für jeden Punkt irgend eines Kegelschnittes 
ist das Vorhältniss seines Brennstrahles zu seiner 
Entfernung von der Directrii constant und zwar 
gleich der Charakteristik des Kegelschnittes. 

Mittelst dieses Satzes kann man leicht einen Kegelschnitt 
construiren, wenn der Hauptschnitt des Kegels und die Lage der 
schneidenden Ebene gegeben sind; wir denken uns hierbei die 
Schnittebene ABP so weit um die Hauptachse AB gedreht, dass 
sie mit der Ebene AOV" 
zusammenfilllt. In dieser 
Ebene hat man zunächst 
einen Kreis zu construiren, 
welcher den Hauptschnitt 
des Kegels in den Punkten 
U' und II", sowie AB im 
Brennpunkte F berührt ; 
die verlängerte IJ' ü" 
schneidet ferner AB in 
einem Punkte H, und eine 
in H senkrecht zu AB 
errichtete Gerade ist die 
Directrii des Kegelschnitts. 

Zieht man parallel zu AB 




Fig. 85. 
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irgend eine Gerade, welche IT’O in X, TJ'TJ" in T schneidet, 
so stehen XU" und XY in demselben Verhältnisse wie Oü" 
und OX, mithin lässt sich XU" als Brennstrahl eines Kegel- 
schnittpunktes und XY als dessen Entfernung von der Directrix 
ansehen. Man beschreibt daher aus F mit dem Halbmesser 
XU" einen Kreis, nimmt HM = XY und errichtet in M eine 
auf AB senkrechte Gerade; letztere schneidet jenen Kreis in 
einem Punkte P, welcher ein Punkt des Kegelschnittes ist. 
Dasselbe gilt von dem zweiten Durchschnittspunkte jenes Kreises 
und der Geraden; er liegt dem Punkte P gegenüber auf der 
anderen Seite der Hauptachse, und zwar so, dass sein Abstand 
von AB entgegengesetzt = 3IP ist. Hiernach kann man be- 
liebig viele Punkte des Kegelschnittes construiren und dieselben 
in so kurzen Entfernungen auf einander folgen lassen, als es die 
Genauigkeit der Zeichnung erfordert. 

Wie bei dem Kreise, so untersuchen wir auch hier die ver- 
schiedenen Lagen, welche eine Gerade gegen den Kegelschnitt 
liaben kann, und denken uns zu diesem Zwecke in der Schnitt- 
ebene ABP eine Gerade g gegeben. Durch diese und die Kegel- 
spitze ist eine Ebene bestiiumt, welche den Kegel entweder in 
zwei Geraden schneidet, oder längs einer Geraden berührt, oder 
keinen Punkt ausser 0 mit dem Kegel gemein hat. Welcher 
von diesen Fällen stattfindet, ist leicht zu entscheiden, wenn 
man den Kreis U'UU" als Directrix des Kegels ansieht 
und auf die Gerade g' achtet, in welcher die genannte 
Hilfsebene durch g und 0 die Kreisebene U'UU" schneidet. 
Wenn nämlich g' Secante des Kreises U'UU" ist, so 
findet der erste Fall statt und dann schneidet g den Kegel- 
schnitt zweimal; ist dagegen g' Tangente an dem Kreise 
U'UU", so hat g mit dem Kegelschnitte nur einen Punkt 
gemein und heisst dann analog eine Tangente des Kegel- 
schnittes; wenn endlich g' ganz ausserhalb des Kreises U'UU" 
liegt, so giebt es auch keinen Punkt, welcher der Geraden g 
und dem Kegelschnitte gemein wäre, d. h.: Eine Gerade 
kann einen Kegelschnitt höchstens in zwei Punk- 
ten schneiden, sie kann ihn aber auch in einem 
Punkte berühren oder gar keinen Punkt mit ihm 
gemein haben. 


Digitized! , 'v..;: ü ^Ic' 



113 


Die Bedingungen, unter denen der zweite Fall eintritt, 
wollen wir etwas näher untersuchen. Wie Mher sei P ein be- 
liebiger Kegelschnittspunkt und U der Punkt, in welchem die 
Gerade OP den Kreis U'UV schneidet und die Kugel ü'FV'U 
berührt. Legt man durch U an den genannten Kreis die 
Tangente UT, so bestimmen UT und UO die Berührungsebene 
des Kegels, und diese Ebene schneidet die Ebene ABP in der 
Kegelschnittstangente PS. Zufolge des Umstandes, dass die Ge- 
raden TU und PS in einer Fig. 8ß. 

und derselben Berührungsebene 
nach verschiedenen Eichtun- 
gen liegen , muss es einen 
Durchschnitt von TU und 
PS geben; dieser kann aber, 
weil TU und PS den ver- 
schiedenen Ebenen U'^UU” 
und ABP angehören, nur in 
der Geraden liegen , welche 
den beiden genannten Ebenen 
gemeinschaftlich ist, d. h. der Durchschnitt S fallt in die Di- 
rectrix des Kegelschnittes. Verbindet man noch S mit F, so 
erhält man zwei Dreiecke PSF und PSU , welche die Seite 
PS gemein haben, worin ausserdem die Kugeltangente PF gleich 
der Kugeltangente Pü, und Fig. 8.5. 

ebenso die Kugeltangente 
SF gleich der Kugeltan- 
gente SU ist; hieraus folgt 
die Congruenz der Dreiecke 
PSF und PSü. Berück- 
sichtigt man ferner, dass 
der Kroisradius LU senk- 
recht auf der Tangente 
US steht, so findet man 
leicht AOUS = ISUP 
■= 90"; das Dreieck PSU 
enthält also einen rechten 
Winkel, mithin ist auch 
das Dreieck PSF recht- 

Schlömilch, Oeom«trto II. Aufl, 
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■winklig bei F. Dieses Ergebniss lässt sich in dem Satze aus- 
sprechen: Die Tangente an irgend einem Kegel- 
schnittspunkte geht durch denselben Punkt der 
Directrix wie eine im Brennpunkte auf dem zu- 
gehörigen Brennstrahle errichtete Senkrechte. 

Man findet daher die zum Kegelschnittspunkte P gehörende 
Tangente, wenn man in F auf FF eine Senkrechte errichtet, 
welche die Directrix in S schneidet, und sclüiesslich PS zieht. 

Nach diesen allgemeinen Betrachtungen gehen wir zu einer 
speciclleren Untersuchung der einzelnen Kegelschnittsformen über 
und unterscheiden dabei die Anfangs erwähnten drei Fälle, für 
welche besondere Namen üblich geworden sind; je nachdem die 
Chamkteristik <C 1 . =1 oder >1 ist , heisst nämlich der' 
Kegelschnitt eine Ellipse, eine Parabel oder eine Hyperbel. 


§ 30. 

Die Parabel. 

Zufolge der gegebenen Definition ist der Kadiusvector jedes 
Parabelpunktes gleich der Entfernung dieses Punktes von der 


Fig. 87. 


Directrix, also FF = PQ-, daher gilt 
auch für den Anfangspunkt der Haupt- 
achse die Gleichung FA — AH. Er- 
setzt man in der vorhergehenden Glei- 
chung den Abstand FQ durch die gleiche 
G^md.&HM=AM-\-AH = AM^AF, 
so hat man die neue Kelation 
FF == AM-^AF, 

oder 

FF — AM = AF, 

welche sich leicht in Worte übertragen 
lässt, wenn zur Abkürzung A der Scheitel der Parabel, AM 
die Abscisse und MP die Ordinate des Punktes P genannt 
wird. Man erhält den Satz: Für jeden Parabelpunkt ist 
der Unterschied zwischen Brennstrahl und Abscisse 
constant, nämlich gleich der Entfernung des Brenn- 
punktes vom Scheitel. 

Hieraus ergiebt sich ein einfaches Mittel zur Construction 
der Parabel, wenn deren Scheitel und Brennpunkt entweder un- 
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mittelbar gegeben oder aus dem Hauptscbnitte des Kegels und 
der Lage der schneidenden Ebene abgeleitet sind. Man trägt 
nämlich auf die rückwärts verlängerte Hauptachse die Strecke 
AU — Al\ errichtet in einem beliebigen Punkte M eine un- 
bestimmt lange Senkrechte auf der Achse und beschreibt aus 
dem Brennpunkte mit der Strecke MII einen Kreisbogen, der 
jene Senkrechte in zwei Punkten P und Pi schneidet; letztere 
sind diejenigen zwei Punkte der Parabel, welche zur Abscisse 
AM gehören. Indem man diese Construction für verschiedene 
beliebig gewählte M wiederholt, erhält man so viel Punkte der 
Parabel, als man will. 

Ist FP von AM -f- AF verschieden , so kann der Punkt 
P nicht auf der Parabel liegen und ist dann entweder innerhalb 
oder ausserhalb des von der Parabel um- 
fassten unendlichen ebenen Raumes zu 
suchen; der erste Fall tritt ein, wenn seine 
Ordinate 3IP' kleiner als die zu derselben 
Abcisse gehörende Parabelordinate 3IP ist, 
der zweite Fall, wenn MP” mehr als MP 
beträgt. Für den ersten Punkt hat man 
FP' < FP, d. i. FP' < AM + AF und 
auch umgekehrt, wenn FP' AM AF, 
ist FP <C FP\ ebenso leicht findet man, 
dass für FP" >■ AM -|- AF die Beziehung 
FP" FP folgt ; man hat daher den Satz : 

Ein Punkt liegt innerhalb der Parabelfläche, auf 
der Peripherie, oder ausserhalb derselben, je nach- 
dem sein Brenn strahl weniger, ebenso viel oder 
mehr beträgt, als seine Abscisse und die Entfernung 
des Brennpunktes vom Scheitel zusammengenommen. 


Fig. 88. 



§ 31. 

Die Parabel und die Gerade. 

I. Wir betrachten zuerst die Tangenten der Parabel etwas 
genauer. Nach § 29 geht die zum Parabelpunkte P gehörende 
Tangente durch denselben Punkt S der Direetrix wie eine in 
F auf den Radiusvector FP errichtete Senkrechte, und daher 

8 * 
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sind die Dreiecke PFS und PQS gleichzeitig rechtwinklig. 
Da sie ausserdem die gemeinschaftliche Hypotenuse OS und die 


Fig. 87. 



gleichen Katheten PF und PQ be-' 
sitzen , so sind die genannten Drei- 
ecke congruent ; daraus folgt Z FPS 
— LQPS, d. h.; Die Tangente 
an einem Parabelpunkte bildet 
mit dem Brennstrahl dieses 
Punktes denselben Winkel wie 
mit der Parabelachse. 

Um hiernach durch einen ge- 
gebenen Parabelpunkt P eine Tan- 
gente PT zu legen, zieht man PF, ferner PJi' || FA und 
halbirt den Winkel FPIl'. Da das Dreieck FPIi zwei 
Fig. 89. gleiche Winkel besitzt, so ist 

es auch gleichschenklig . und 
zwar FR — FP, woraus sich 
eine zweite Tangentenconstruc- 
tion ergiebt. Man hat noch AR 
= FR — AF = FP — AF 
= AM; die Tangente wird 
daher auch dadurch erhalten, 
dass man AR = AM nimmt 
und RP zieht. 

Eine im Scheitel auf der Achse errichtete Senkreclite bildet 
mit dem Leitstrahl FA denselben Winkel (= OO") wie mit der 
Achse und berührt daher die Parabel im Scheitel; wir wollen 
diese besondere Tangente die Scheiteltangente nennen. Ihr 
Durchschnitt mit der beliebigen Tangente PR heisse Q, so hat 
man die ähnlichen Dreiecke RAQ und RMP, mithin, weil 
RA = 4 RM, entsprechend RQ = ^ RP oder QR = QP; 
ausserdem ist in den Dreiecken FQR und FQP, FR = FP 
und FQ = FQ, folglich A FQR ^ A FQP und l FQR = 
/.FQP = 90°; ebenso muss umgekehrt eine von F auf PR 
gefällte Senkrechte durch die Mitte von PR gehen und ihren 
Pusspunkt in der Scheiteltangente haben, d. h.: Lässt man 
vom Brennpunkte der Parabel eine Senkrechte auf 
irgend eine Tangente an der Parabel herab, so liegt 
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der Pusspuukt dieses Perpendikels anf der Scheitel- 
tangente. 

Dieser Satz bietet das Mittel zur Lösung zweier Berührungs- 
aufgaben. Soli nämlich an eine gegebene Parabel eine Tangente 
gelegt werden, welche einer gegebenen Geraden P'Q' parallel 
ist, so fblle man von F auf P'Q' ein Perpendikel, welches die 
Scheiteltangente in einem Punkte Q schneidet, und ziehe durch 
diesen Punkt PQ || P'Q ' ; diese Gerade ist die gesuchte Tangente 
und ihr Berüh rangspunkt findet sich dadurch, dass man RQ 
mittelst eines aus dem Mittelpunkte F mit dem Radius FR 
beschriebenen Kreises schneidet. Die Aufgabe ist immer mög- 
lich, wenn FQ' nicht parallel zur Achse liegt. 

Soll zweitens durch einen gegebenen Punkt 'T eine Tangente 
an die Parabel gelegt werden, so kommt es nur darauf an, 
einen rechten Winkel TQF zu construiren, von welchem der 
eine Schenkel durch 2', der andere durch F geht, und dessen 
Spitze in der Scheiteltangente liegt. Man erreicht dies dadurch, 
dass mau über der Geraden TF als Durchmesser einen Kreis 
beschreibt, welcher die Scheiteltangente in Q schneidet, QTR 
zieht und den Berührungspunkt P wie vorhin bestimmt. Da 
ein Kreis eine Gerade im Allgemeinen zweimal schneidet, so 
giebt es in der Regel auch zwei Lösungen der Aufgabe; da- 
gegen e.\istirt nur eine Lösung, wenn 'P entweder auf der 
Parabel oder auf der Scheiteltangente liegt ; endlich wird die Auf- 
gabe unmöglich, wenn der Kreis die Gerade weder schneidet noch 
berührt, w,as der Fall ist, wenn T im Innern der Parabel liegt. 


II. Lassen wir auf eine nicht berührende Gerade FQ' 
oder P"Q" von F aus eine Senkrechte herab, so kann deren 
Fusspunkt Q' oder Q" nicht auf die Scheiteltangente fallen, er 


Mg. 90. 



komm't demnach entweder zwischen F 
und die Scheiteltangente, oder jenseits 
der letzteren zu liegen; im ersten Falle 
ist, wenn PQ eine zur gegebenen 
Geraden parallele Tangente bedeutet, 
FQ' <; FQ, im zweiten FQ" > FQ. 
Betrachten wir die letztere Annahme zu- 
nächst und lassen von einem beliebigen 
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Punkte T" der Geraden P"$" auf die Parabelachse die Senk- 
rechte T"M herab, welche die Tangente TQ in T schneidet, 
so bemerken wir leicht, dass wegen FQ" > FQ auch 
MT" ^ MT sein muss; T aber liegt keinenfails innerhalb der 
Paral)elfläche, folglich T" ganz sicher ausserhalb derselben, d. h. 
wenn FQ" > FQ , so hat die Gerade P"Q" keinen einzigen 
l’unkt mit der Parabel gemein. 

Ist zweitens FQ' < FQ , so kann P'Q' weder Tangente 
noch eine ausserhalb liegende Gerade sein; es bleibt daher nur 
der eine noch mögliche Fall übrig, dass P'Q' die Parabel in zwei 
Punkten schneidet. — Das Gesammtresultat dieser Untersuchung 
besteht in folgendem Satze: Eine Gerade hat mit einer 
Parabel zwei Punkte, einen Punkt oder keinen 
Punkt gemein, je nachdem der Fusspunkt des vom 
Brennpunkte auf die Gerade herabgelassenen Per- 
pendikels zwischen Brennpunkt und Scheiteltaugeute, 
auf die Scheiteltaugeute oder jenseits derselben zu 
liegen kommt. 


§ 32. 

Die Quadratur der Parabel. 


Um die zwischen Brennstrahl und Abscisse eines Parabel- 
punktes bestehende Gleichung in eine andere, zwischen der 
Abscisse Ä3I — NP und der Ordinate MP = statt- 
findende umzuwandeln, setzen wir in der Gleichung 

MP^ = FP* — FM' = (PP — FM) {FP+ FM) 


Fig. 88. i 



AM + AF für FP und AM— AF für FM-, 
es ergiebt sich 

J/P" = 2AF.2A3I = 4 AF.AM, 

oder umgekehrt, wenn AM = NP durch 
MP = AN ausgedrückt wird, 

= OT- 

Von dieser Gleichung machen wir Gebraucli 
ZU)’ Bestimmung des Inhaltes derjenigen para- 
bolischen Fläche, welche von einer Strecke A V 
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Fit;. 91. 


der Scheiteltaugeute, einer in F errichteten, die Parabel iii TF 
schneidenden Senkrechten und dem Pa- 
rabelbogen .i'lTF begräuzt wird. 

Die Gerade ÄF theilen wir in n 
gleiche Theile und ziehen durch jeden 
Theilpuukt eine Senkrechte zu .4F; die 
gesuchte Fläche zerfallt dadurch in eine 
Reihe von Streifen, von denen jeder über 

Zur Abkürzung sei 



4 K 

der Basis ' steht. 
n 

AV = X und AF = c, die einzelnen in den Entfernungen 

X ^ X . X X 

— , 2 - , 3— n 

n n n 

Reihe nach 


n— errichteten Senkrechten sind sodann der 
n 





(in~\)xY 

/n.r\2 

\ » / 

l H j 

l » j 

\ » j 

\ n / 

‘ 4c^ ’ 

4c ’ 

4c ’ 

• ' 4c ’ 

4c 


• Beschreiben wir sowohl in als um jeden Streifen ein Recht- 
eck, so ist jedes eingeschriebene Rechteck kleiner und jedes 
umschriebene grösser als der entsprechende Streifen, mithin 
auch die Summe aller eingeschriebenen Rechtecke kleiner und 
die aller umschriebenen grösser als die gesuchte parabolische 
Fläche, die wir S nennen woUen. Dieser Bemerkung zufolge 
gelten die beiden Ungleichungen 


Gr \ä / 

2x^ ß 

x\i 


({n-l)xy 

X \ 

n J X ^ \ 

iij . 


” I 


4c n 


4c 


4c 


S> 

und 

4c n ^ 4c n 4c n 
oder bei gehöriger Reduction 

F + 2^ + 3^ + . •• + («■ 


4c 


X 

n 


' x\i 

!'2xy 

'Sx\i 


1 )txy 

\nj X , 

Inj X 1 

, » y 

o; 

( \ » / 


4c 


S> 


ir 


4c 


-f- n- 

4c* 


Die Differenz der beiden Kechteckssummen, zwischen denen S 
liegt, ist — V-, ein Ausdruck, welcher bei unendlich wachsenden 

n unter jede gegebene noch so kleine Zahl herabsinken kann; 
hieraus folgt, dass die Grössen, zwischen denen S enthalten ist, 
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sich für unendlich wachsende n einer gemeinschaftlichen Gräuze 
nähern, welche nur S selber sein kann. Demnach hat man 

S = G™™.rth ,OD 

4c’ 

oder nach dem schon in § IG benutzten arithmetischen Satze 

s = ä 

4c 

Giebt man diesem Ausdracke die Form 


S = 


4c’ 


so bedeutet die Gerade VW = AU, und es ist daher 

Fläche AVW = \ . AV. VW = ^AVAU-, 
man zieht hieraus die weitere Folgerung 

Fläche A UW = iAU.A V; 

es ist also die parabolische Fläche AUVV gleich zwei 
Dritttheilen des umschriebenen Rechtecks AUWV. 

Die Rectification der Parabel übersteigt die Kräfte der 
Elementargeometrie. 

§ 33 . 

Die Ellipse. 

Wie in § 29 sei V'OV” der Hauptschnitt des gegebenen 
Kegels, UI die Gerade, welche der Ebene V'OV" und der 
Schhittebene UIF gemeinschaftlich angehört, und AU das 
zwischen die Schenkel des Winkels V'OV" fallende Stück der 


Fig. 92. 



Geraden UI-, die Strecke 
A B heisst dann dieg rosse 
Achse der Ellipse, ihre 
Endpunkte A und B nennt 
man die Hauptscheitel 
des Schnittes. Ausser der 
schon früher erwähnten 
Berühmugskugel , w’elche 
den Brennpunkt F und 
die Directrix IIQ be- 
stimmt, lässt sich hier 
nodi eine zweite, auf der 
entgegengesetzten Seite 
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der Schnittebene liegende Berährangskugel constmiren ; diese 
berührt die Schnittebene in einem Punkte G und den Kegel 
in einem Kreise V'VV", dessen Ebene mit der Schnittebene 
den Durchschnitt Ul bildet. Den Punkt G nennen wir den 
zweiten Brennpunkt, die Gerade Ul die zweite Directrix der 
Ellipse. Die Lagen von G und Ul bestimmen sich auf folgende 
Weise. Wegen der Gleichheit aller von einem Punkte an eine 
Kugel gelegten Tangenten ist 

AF = AL", AG ^ AV, 

mithin 

AF+AG = U'V oder -2 AF + FG = U'V. 
Mittelst derselben Schlussweise erhält man, von B ausgehend, 
2BG + GF= U"V", 

und da U"V" = U'V' ist, so giebt die Vergleichung beider 
Resultate 

2vl7<’+ FG = 2 BG + GF d. h. AF = BG-, 
die Brennpunkte liegen also symmetrisch gegen die 
Hauptscheitel der Ellipse. Zieht man ferner durch A parallel 
zu OU" eine Gerade, welche Fig. 93. 

HU' in L schneidet, so ent- 
stehen die ähnlichen Dreiecke 
ALU' und Oü'U"; das letz- 
tere ist gleichschenklig, mit- 
hin AL = A ü' = AF = 

BG = BV". Die Dreiecke 
AUL und BIV" stimmen 
ausser in den Seiten AL und 
BV" noch in den Winkeln überein und sind daher congruent; 
dies giebt All == BI, d. h. die zweite Directrix ist 
eben so weit vom zweiten Hauptscheitel entfernt, 
wie die erste vom ersten. 

Den Betrachtungen, welche in § 29 an die ähnlichen Drei- 
ecke BU(^ und OUK geknüpft wurden, können wir jetzt eine 
Ergänzung hinzufügen. Die Ebene jener Dreiecke schneidet 
nämlich die Ebene des zweiten Berührungskreises in einer Ge- 
raden VH II IJQ, und dadurch entsteht ein neues Dreieck PVB, 
welches den beiden vorigen Dreiecken ähnlich ist; man bat 
dalier 
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pv _ ou 

PR ~ OK 

oder, wenn liuks PV durcli PG, rechts OU durch OU” ersetzt 
wird, 

PG _ qu" 

PR ~ OK • 

D. h.: Das Verhältniss zwischen dem Brennstrahl 
eines Ellipsenpunktes und dessen Entfernung von 
der Directrix bleibt unverändert, wenn der erste 
Brennpunkt gegen den zweiten und zugleich die 
erste Directrix gegen die zweite vertauscht wird. 

Zur Abkürzung bezeichnen wir die Charakteristik OU”: OK 
mit t; es ist dann 

PF=e.PQ, PG = t.Pn, 
mithin durch Addition 

PF+ PG = f.Qll = I . HI; 
die Brennstrahlcn geben also eine constante Summe. Den Be- 
trag der letzteren findet man leicht, indem man denselben Satz 
auf den Scheitel A änwendet; es ist dann AF-\-AG = e . UI, 
mithin 

PF+PG = AF+AG = BG + AG = AB, 
d. h.: Für jeden Ellipsenpunkt ist die Summe der 
Brennstrahlen unveränderlich gleich der grossen 


*) Diese Haupteigenscbaft 
der Ellipse kann auch ohne 
Zuziehung einer Directrix fol- 
gtndenuaasscn abgeleitet wer- 
den. Es ist PF = PU, PG 
— PV, mithin 

PF+ PG 
= UV = U'V 
= AU'+AV 

= af+ag 
= AFA PF 
= AB. 


Achse der Ellipse*). 


Fig. 94. 

0 
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Hieraus ergiebt sich eiu einfadies Mittel zur Construction 
der Ellipse, wenn deren grosse Achse und ihre Brennpunkte 
entweder unmittelbar gegeben oder durch die Lage der schnei- 
denden Ebene gegeii den Hauptschnitt des Kegels bestimmt sind. 
Man beschreibt nämlich aus 
F mit einem beliebig, aber 
kleiner als AJi gewählten 
Halbmesser einen Kreisbogen 
und aus G einen zweiten Bo- 
gen, dessen Kadius gleich dem 
Unterschiede zwischen AF 
und dem ersten Halbmesser 
ist;, beide Bögen schneiden 
sich in zwei der Ellipse an- 
gehörigen Punkten. Da der 
erste Halbmesser willkürlich bleibt, so kann man mittelst die- 
ses Verfahrens beliebig viele Punkte der Ellipse aufsuchen. 

Hierbei ist der specielle Fall bemerkenswerth, wo der ei-ste 
Halbmesser = ^ AJJ = AC genommen wird ; der zweite Radius 
hat dann dieselbe Grösse, und man gelangt zu zwei Ellipseu- 
puukten D und E, welche von F und G gleich weit, nämlich 
um DF — DG — EF — EG = | AB entfernt sind. Die 
Verbindungslinie DE geht durch C und heisst die kleine 
Achse der Ellipse; ihre Endpunkte nennt mau die Nebou- 
scheitel und den Punkt C den Mittelpunkt der Ellipse, 
denn aus der vorigen Construction folgt leicht, dass der Punkt 
C jede durch ihn gelegte Ellipsensehne halbirt. Die Strecke 
CF — CG führt den Namen der linearen Excentricität. 
Setzt man AC = a, CD = h, CF = c, so liat mau, weil 
DF = a ist, 

c = ^ 

Bezeichnet man ferner die Strecke CH mit k und wendet die 
allgemeine Eigenschaft aller Kegelschnitte auf die Punkte A 
und D an, so gelangt mau zu den beiden Gleichungen 



aus denen folgt 



Fig. 95. 
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Die ei-ste dieser Formelu liefert eine einfache Coustruction der 
Directrix, wenn die Punkte A, C und F bekannt sind; die 
zweite Formel enthält den Satz: Die Charakteristik der 
Ellipse ist gleich dem Verhältnisse der linearen 
Exeentricität zur grossen Halbachse. 

Wir betrachten noch den speciellen Fall, wo die Kegel- 
spitze 0 ins Unendliche hinausrückt, also der Kegel in einen 
Cylinder übergeht. Die berührenden Kugeln werden dann von 
gleicher Grösse und an die Stelle der früheren Geraden OUPV 
tritt die der Cylinderachse parallele Gerade UPV; im Uebrigen 
bleiben die vorigen Betrachtungen wörtlich dieselben. Be- 
merkensweiih ist aber, dass jetzt auch die kleine Halbachse 
der Ellipse eine geometrische Bedeutung erhält; sie stellt näm- 
lich den Radius der Directrix des Cylinders dar, wie man aus 
der Gleichheit von CD und CD' leicht ersieht. Ist nun eine 
Ellipse ursprünglich als Schnitt einer Kegelfläche bestimmt, so 
kennt man nach dem Früheren die grosse Achse und, vermöge 
der angegebenen Construction, die Brennpunkte. Daraus ergiebt 
sich die kleine Achse ; letztere liefert den 
Cjdinder, und wenn man in den Haupt- 
schnitt U' V V" ü" desselben die Gerade 
AD einträgt, so bestimmt diese einen 
Cy linderschnitt, der mit jenem Kegel- 
schnitte die grosse und kleine Achse ge- 
mein hat und ihm congruent sein muss, 
weil aus zwei gegebenen Achsen nur 
eine Ellipse construirt werden kanu. 
Man pflegt diesen wichtigen Satz kurz 
folgendermaassen auszudrücken: Jeder elliptische Kegel- 
schnitt lässt sich auf einen bestimmten Cylinder 
übertragen. 

Hieraus ergiebt sich ein neues und sehr bequemes Mittel 
zm- Construction der Ellipse aus ihren Achsen. Sei nämlich 
CA'D der Quadrant des durch den Ellipsenmittelpunkt C ge- 
legten Kreisschnittes des Cylinders, also CD die kleine und CA 
die grosse Halbachse der Ellipse, P ein Ellipsenpunkt und durch 
P eine Ebene senkrecht zu A'CD und parallel zu CD, so 
schneidet diese Ebene die Cylinderfläche in der zur Achse 
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parallelen Geraden PP', die Ebene AA'C in der Geraden 
MM' II PP' und es ist ausserdem PM || P'M' senkrecht 
auf der Ebene AA'C. Die Strecke CM Fig. 97. 

heisse die Abscisse und MP die Ordinate 
des Ellipseppunktes P, entsprechend CM' 
die Abscisse und M'P' die Ordinate von 
P", so hat inan MP — M'P', dagegen 
CM : CM' = CA : CA' = CA : CD ; in 
Worten giebt dies den Satz; Wenn zwei 
Punkte, von denen der eine auf 
der Ellipse und der an dere auf 
dem über ihrer kleinen Achse beschriebenen Kreise 



liegt, gleiche Ordinaten besitzen, so verhalten sich 
ihre Abscissen wie die grosse Achse zur kleinen. 
Durch Umdrehung der Ebene ACD bis zum Zusammenfallen 
mit der Ebene A'CD entsteht eine neue Figur, in welcher wie 
vorhin MP = 31' P', C31-.C3P = CA -.CA', und hier ist 
die Construction folgende: Man besclireibe aus dem Mittelpunkte 
C zwei Kreise, deren Radien die Halbachsen der Ellipse sind, ziehe 
einen beliebigen Durchmesser, wel- Fig. 98. 

clier den kleineren Kreis in P'. 
den grösseren in P" schneidet und 
lege durch P' eine Parallele zu 
CA, sowie durch P" eine Parallele 
zu CD; beide Parallelen schneiden 
sich in einem Punkte P, welcher 
der Ellipse angehören muss, weil für ihn MP = M'P' und 
CM : C3P = CP" ; CP' = CA : CD ist. Statt den Durch- 
messer CP'P" willkührlich zu ziehen, kann man auch M beliebig 
wählen und daraus P" und CP" ableiten; die Construction dient 
dann, um zu einer gegebenen Abscisse die Ordinate zu finden. 

Wir betracliten nun noch solche Punkte, für welche die 
Summe der Leitstrahlen nicht gleich der grossen Achse ist, die 



folglich auch keine Punkte der Ellipse 
sein können. Ist P ein EUipsenpunkt 
mit der Ordinate MP, P' ein zwischen 
M und P, und P" ein auf der Ver- 
längerung von 3IP liegender Punkt, 


Fig. 99. 
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so ist für deu ereten FT' + OT' << FT + GT, d. h. 
FT' + <I ^1-ßi und entsprechend für den zweiten 
FT" + GrP " > Man erkennt liieraus umgekehrt, dass 

ein Punkt, dessen Leitstrahlen zusammen mehr als AB aus- 
machen, weder innerhalb noch auf der Ellipse, also ausserhalb 
derselben liegen muss, und dass ebenso ein Punkt, für welclien 
jene Summe •< AB ist , nur innerhalb der Ellipse verbanden 
sein kann; dies giebt den Satz: Ein Punkt liegt inner- 
halb, auf oder ausserhalb der Ellipse, je nachdem 
die Summe seiner Leitstrahlen weniger, ebensoviel 
oder mehr als die grosse Achse der Ellipse ausmacht. 


§ 34. 

Die Ellipse und die Gerade. 

I. Wir gehen von dem speciellen Falle aus, wo die Ge- 
rade Tangente an der Ellipse ist und folglich durch denselben 

Punkt S der Directrix geht, 
wie eine in F airf dem 
Brennstrahle des Berührungs- 
punktes T errichtete Senk- 
rechte. Construirt man noch 
den anderen Brennpunkt G 
und die zugehörige Directrix 
JT, so sind die in § 29 an- 
gestellten Betrachtungen fast 
wörtlich zum zweiten Male 
anwendbar , wenn man F 
durch 0 rmd S durch T ersetzt; mitliin ist auch Z TGT = 90°. 
Man hat nun einerseits 

PF _ PO ^ IF _ PQ. 

FQ ~ FM' FG FM' 

ferner in den ähnlichen Dreiecken TQS und TRT 

PQ _ PS 
FM ~ Pi" 

mithin zusammen 

PF _ PS , . PF __ PG 

m ~ FT' FS ~ PT’ 


Fig. 95. 
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Die rechtwifikligen Dreiecke FFS und OFT stimmen also in 
dem Verhliltniss einer Katliete zur Hj'potenuse überein, sie sind 
daher ähnlich, und es folgt hieraus 

Z FPS = Z OFT 

d. h.: Die Tangente an einer Ellipse bildet gleiche 
Winkel mit den Vectoren des Berührungspunktes*). 

Um hiernach die zu einem gegebenen Ellipseupunkte ge- 
hörige Tangente zu finden, braucht man nur einen der Neben- 
winkel von Z FPG zu halbiren ; die Halbirungslinie ist die 
gesuchte Tangente. 

Zu einer anderen Tangenteuconstniction führt die Auffassung 
der Ellipse als Cylinderschnitt. Die Ebene, welche den Cylinder 
längs der Geraden FF' berührt und von Fig 97. 

den Erweiterungen der Ebenen ACT) und 
A'CI) in den Geraden UP und U'F 
geschnitten wird, begegnet der verlänger- 
ten Geraden CD in einem Punkte F, 
der sowohl zur Ellipsentangente VPV, 
als zur Kreistangeute VP'U' gehört; 
denkt man sich jetzt die Ebene ACD 
um CD gedreht, bis sie mit der Ebene 
A'CD zusammenfällt,'^so bleibt der Punkt V unbeweglich auf 
CD und bildet den Durchschnitt einer Ellipsentangente an F 
und einer Kreistangente an F\ wobei aber MF = M'P' ist. 

*) Auch dieser Satz lüsst Fig 94. 

sich ohne Zuziehung einer Di- 
rectrix folgcnclenuaassen ableiten. 

Nach § 29 sind die Dreiecke 
FSF und PSU congruent; dar- 
aus folgt 

^FPS = AUFS. 

Bei der zweiten Beriihrungskugel 
findet sich auf analoge Weise, 
dass /SPm^APTV, mithin 

AGPT = Z.VPT 
ist. Die rechter Hand stehenden 
Winkel LPS nnd Yl^T sind als 
Scheitelwinkel gleich; daher ist 
auch 

^FPS = Z.GPT. 


i 
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Man kann diesen Satz so aussprechen; liesitzeu zwei Punkte 
P und P', von denen der eine auf der Ellipse und 
der andere auf dem eingeschriebenen Kreise liegt, 
gleiche Ordinaten, so gehen die Tangenten an P und 
P' durch einen und denselben Punkt der verlänger- 
ten kleinen Achse der Ellipse. Demgemäss hat man 
folgende Tangentenconstruction ; durch den gegebenen Punkt P 
zieht man eine Gerade || AC bis zum Durchschnitte P' mit 

dem eingeschriebenen Kreise, legt 
an P' eine Tangente, welche die 
verlängerte CD in V schneidet, 
und verbindet V mit P, wo nun 
KP die gesuchte Tangente ist. — 
Verlängert man VP bis zum 
Durchschnitte V mit der ver- 
längerten CA und beachtet, dass für MP — M'P' die Pro- 
portion CM-.CM'— CP":CP'= CA: CD shitt findet, so 
kann man sich leicht überzeugen, dass U zugleich der Punkt 
ist, in welchem eine durch P" an den umschriebenen Kreis 
gelegte Tangente dev Verlängerung von CA begegnet; dies giebt 
eine analoge Coustruction, bei welcher aus P der Reihe nach 
die Punkte P"; V und die Tangente UP bestimmt werden. 

Nach dieser speciellen Betrachtung kehren wir zu der ur- 
sprünglichen Tangentenconstruction zurück, um weitere Folge- 
nmgen daran zu knüpfen. Nehmen wir die Strecke PR — PG, 

so ist in dem gleichschenkligen 
Dreiecke GPR der gleichnamige 
Winkel halbirt und mithin geht 
die Tangente an P senkrecht 
durch die Mitte der Basis GR; 
nennen wir T diesen Mittelpunkt, 
so kann derselbe auch als Fuss- 
punkt des von G auf die Tan- 
gente herabgelasscnen Perpen- 
dikels angesehen werden. Dui'ch 
die Gerade CT entsteht ein Drei- 
eck CG T, welches mit dem Drei- 
fr und in dem Seitenverhältnisse 


Fig, 100. 
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GC.GF = GT-.GIi = 1:2 

übereinstimmt; hieraus folgt A CGT A FGR, CT || FR und 
CT: FR = GC-.GF =1:2; 

es ist daher CT die Hälfte von FR = FF + FR = FF + FG 
— AB. Auf ganz analoge Weise kann nachgewiesen werden, 
dass der Fusspunkt S einer von F auf die Tangente an P herab- 
gelasseuen Senkrechten gleichfalls um 1 AB von C entfernt ist. 
Da dies für jeden beliebigen Punkt P gilt, so hat man folgen- 
den Satz; Die Fusspunkte aller von den Brennpunkten 
auf die Tangenten der Ellipse herabgelassenen Senk- 
rechten liegen auf der Peripherie des der Ellipse 
umschriebenen Kreises. 

Hierin sind die Mittel zur Lösung zweier Berährungsauf- 
gabeu enthalten. Soll nämlich an eine gegebene Ellipse eine 
Tangente parallel einer gegebenen Geraden F'Q' gelegt werden, 
so falle man auf letztere von den Brennpunkten aus Senkrechte 
und nenne S und T die Punkte, in welchen die erwähnten 
Perpendikel den umschriebenen Kreis schneiden. Die Gerade 
ST ist dann die gesuchte Tangente und man findet ihren Be- 
rühiTingspunkt dadurch, dass man FR |j CT bis zum Durch- 
schnitte mit ST zieht. Da jede Gerade durch einen im Innern 
eines Kreises liegenden Punkt den Kreis nothwendig zweimal 
schneidet, so hat die Aufgabe jederzeit zwei Lösungen. 

Soll ferner durch einen gegebenen Punkt Q eine Tangente 
an eine Ellipse gelegt werden, so kommt es nur darauf an, in 
der Peripherie des der Ellipse umschriebenen Kreises die Punkte 
S und T so zu bestimmen, dass AFSF = /.GTQ = 90® 
wird; man erreicht dies leicht, indem man Q mit F und G 
verbindet und sowohl über FQ als über GQ als Durchmesser 
einen Kreis beschreibt ; diese Hilfskreise schneiden den umschrie- 
benen Kreis in den gesuchten Punkten S und T; der Berüh- 
rungspunkt der Tangente STQ findet sich auf dieselbe Weise 
wie vorhin. Da jeder von den Hilfskreisen den umschriebenen 
Kreis im Allgemeinen zweimal schneidet, so existiren zwei Auf- 
lösungen; sie rcducireu sich zu einer, wenn Q auf der Ellipse 
selber liegt; unmöglich wird die Aufgabe, wenn Q sich inner- 
halb der Ellipse befindet. 

SchlCrailcli, Geometrie II. 3. Aufi. 9 
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II. Lassen wir von dem einen Brennpunkte F auf eine 
nicht berührende Gerade S'T' ,oder S"T" eine Senkrechte 
herab, so kann deren Fusspunkt S' oder S" nicht auf die Peri- 
pherie des der Ellipse umschriebe- 
nen Kreises fallen, er muss also 
entweder innerhalb oder ausserhalb 
dieses Kreises liegen. Betrachten 
wir zuerst den letzten FaU und 
verbinden einen beliebigen Punkt 
T" von S"T" mit F durch die 
Gerade FT”, welche die zu S”T" 
parallele Tangente in T schneidet, 
so ist FS">FS, FT”>FT, ferner FT” — T'T = FT 
und GT” T” T~^ GT. Durch Addition der letzteren Be- 
ziehungen folgt FT” -\-GT” FT GT, und da T keinen 
Falls innerhalb der Ellipse liegt, so ist FT GT^AB, mit- 
hin ganz sicher FT” -^GT”^AB, woraus folgt, dass kein 
Punkt T” der Geraden S”T” innerhalb oder auf der Ellipse 
liegen kann. Fällt dagegen S' zwischen F und S, so dass 
FS' <^FS, so kann die Gerade S'T' ebensowenig einen als 
keinen Punkt mit der Ellipse gemein haben und es bleibt dann 
der nur noch mögliche Fall übrig, dass S'T' die Ellipse in 
zwei Punkten schneidet. Alles zusammen giebt den Satz: Eine 
Gerade hat mit einer Ellipse zwei Punkte, einen 
Punkt oder keinen Punkt gemein, je nachdem der 
Fusspunkt des von einem Brennpunkte auf die Ge- 
rade herabgelassenen Perpendikels innerhalb, auf 
oder ausserhalb der Peripherie des der Ellipse um- 
schriebenen Kreises liegt. 

Man wird bemerken, dass die für die Ellipse entwickelten 
Sätze viel Aehnlichkeit mit den für die Parabel geltenden be- 
sitzen; der Grund liegt in der nahen Verwandtschaft beider 
Linien, vermöge deren die Parabel als eine Ellipse betrachtet 
werden kann, deren grosse Achse unendlich gross geworden ist, 
während Scheitel und Brennpunkt unverändert geblieben sind. 
Dies lässt sich leicht an dem Hauptschnitte der Kegelfläche 
nachweisen. Ist nämlich AB ein elliptischer Schnitt des Kegels 
AOB und F der Brennpunkt, so rücke man den Kegelmittel- 
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punkt 0 auf der Geraden OÄ so herab, dass die Kegelseite 
OJS immer denselben Kreis berührt, welcher zur Bestimmung 
des Brennpunktes diente ; je mehr sich die Fig. 102. 
bewegliche Kegelseite der zu AB paral- 
lelen Lage nähert, desto länger wii'd die 
grosse Achse der Ellipse, während A und 
F ungeändert bleiben; ist endlich die be- 
wegliche Kegelseite parallel zu AB ge- 
worden, so hat sich die Ellipse in eine 
Parabel verwandelt. Der umschriebene 
Kreis wird dann zur Scheiteltangente und 
damit gehen die für die Ellipse entwickel- 
ten Sätze in die entsprechenden Eigenschaften der Parabel über. 

§ 35. 

Die Quadratur der Ellipse. 

Vermöge der Entstehung der Ellipse aus dem Cylinder lässt 
sich der Kreis als Projection einer Ellipse ansehen und darauf 
eine Vergleichung zwischen der Kreisfläche und Ellipseufläche 
gründen. Wir denken uns zu diesem Zwecke die Ebene der 
Ellipse wieder um ihre kleine Achse gedreht, bis sie mit dem 
durch dieselbe Achse gelegten Kreisschnitt zusammenfällt und 
in beiden krummen Linien zwei Fig, i03. 

gleiche Ordinaten MP und M'P' ^ ^ 

construirt, denen die Abscissen CM 
und CM', welche sich wie CA : CA' ^ '1 
verhalten, entsprechen mögen. Fer- 
ner theilen wir CM' in eine Eeihe . 
gleicher Theile, von denen einer d' heissen möge, ziehen durch 
alle Theilpunkte Ordinaten und construiren aus jeder Ordinate 
und dem Stücke 6' ein Rechteck; wir erhalten auf diese Weise 
zwei Reihen von Rechtecken, zwischen denen die Fläche CDP M', 
welche S' heissen möge, enthalten ist, insofern nämlich letztere 
mehr als die Summe der eingeschriebenen und weniger als die 
Summe der umschriebenen Rechteckflächen beträgt. Nanuen wir 
n die Anzahl der Theile und CD = yo, yi, 2/», 2/s,---2/n = 
M’P' die aufeinander folgenden Ordinaten, so ist 

9 * 
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(j/i + ya + 2/3 + • • • 4 - 3 /n) 

S' <C.S' {yo + yi + yü + • • • + y»— 1) t 

und da die Differenz dieser beiden Kechteckssummen kleiner als 

CM' 

jede beliebige Zahl gemaeht werden kann, wenn man d' = ~ 
hinreichend klein nimmt, so folgt, dass 

S' — Gränzwcrth von d' (y, + + 1/3 + , . . + y„) 

sein muss. Eine ganz ähnliche Operation ist auf die Fläche 
CDFM = S anwendbar. Construirt man nämlich zu densel- 
ben Ordinaten yi , . . .y^ die entsprechenden Abscissen , so 

zerfällt die Strecke CM ebenfalls in n Theile, und zwar sind 
diese von gleicher Grösse, wie man mittelst des Satzes findet, 
dass sich zwei Abscissen, die in der Ellipse und im Kreise zu 
gleichen Ordinaten gehören, wie die grosse Halbachse zm- kleinen 

verhalten. Nennen wir d einen solchen Theil , so findet sich 

n 

dui'ch ähnliche Betrachtungen wie vorhin 

® (yi + y« + ys + • • • + y») 

^ ^ (yo + yi + 2/2 4 “ • • • ■}* yu— 1) t 

mithin 

S = Gränzwerth von d (yi -f yj 4- . . . -}- y„). 

Nun ist aber d : d' = CA : CA ' ; für CA = a , CA' = CD 

= b hat man daher 6 = ~d', 

0 

S = Gränzwerth von “ d' (yi 4 ~ y2 4 ~ .Vs 4 ~ • • • 4 - yo) > 
und vermöge des vorhin angegebenen Werthes von S' 



d. h.: Die über irgend einer Abscisse stehende El- 
lipsenfläche verhält sich zu der über derselben 
Abscisse stehenden Fläche des eingeschriebenen 
Kreises wie die grosse Halbachse zur kleinen. 

Lässt man M mit A, folglich M' mit A' zusanimenfallen, 
BO wird S' = \ Tcb^, mithin S = {nah; demnach ist die 
Fläche der ganzen Ellipse = nah, d. h. gleich der Fläche 
eines Kreises, dessen Halbmesser das geometrische Mittel zwischen 
den Halbachsen der Ellipse ausmacht. 

Die Kectification der Ellipse übersteigt die Kräfte der Ele- 
meutargeometrie. 
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§ 36. 

Die Hyperbel. 

Wie bei dein elliptischen, so sind auch bei dem hyperboli- 
schen Schnitte des Kegels zwei Berührungskugeln möglich, nur 
liegen dieselben, von dem Kegelmittelpunkte 0 aus gerechnet, 
nicht nach derselben Seite hin, 
sondern einander entgegengesetzt. 

Der Berührungspunkt G der zwei- 
ten Kugel liefert den zweiten 
Brennpunkt und der Durchschnitt 
der Ebene des Berührungskreises 
VW' mit der Hyperbelebene 
führt zu einer zweiten Directrix 
JE. Die Punkte A und B 
heissen die Scheitel der Hy- 
perbel; die begränzte Strecke 
AB nennen wir, dem Früheren 
analog, die Hauptachse des 
Schnittes. Im Gegensätze zur 
Ellipse liegen hier beide Brennpunkte auf den Verlängerungen 
der Hauptachse, während jede Directrix die Hauptachse zwischen 
den Scheiteln schneidet. Es ist mm 

AF = AU', AG = AV', 

mithin, wenn die erste Gleichung von der zweiten abgezogen 
und für AG die Differenz FG — AF gesetzt wird, 

FG — 2AF= U’V. 

Auf ähnliche Weise erhält man, von B ausgehend, 

FG — 2BG = U”V", 
folglich weil U'V = U"V" ist, 

AF = BG-, 

die Brennpunkte liegen also symmetrisch gegen die 
Scheitel. Zieht mau ferner durch A parallel zu OU" eine 
Gerade, welche JIU' in L schneidet, so entstehen die ähnlichen 
Dreiecke ALU' und OU'U”; das letztere ist gleichschenklig, 
mithin auch AL = AU' = AF — BG = BV". Die Dreiecke 
AUL und BJV" stimmen ausser in den Seitenflächen AL und 
BV" noch in den Winkeln überein und sind daher congruent 
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dies giebt AH = BJ, d. h.: Die zweite Directrix ist 
vom zweiten Scheitel eben so weit entfernt wie die 
erste vom ersten. 

Die Ebene der in § 29 betrachteten ähnlichen Dreiecke 
PUQ und OUK schneidet die Ebene des zweiten Berührungs- 
kreises in einer Geraden VR || UQ nnd erzeugt ein dem vorigen 
ähnliches Dreieck PVR; es ist daher 

PV _ OU ’ 

PB ~ ÖK 

oder, wenn links PV durch die gleiche Kugeltangente PG, 
rechts OU durch OU" ersetzt wird, 

PG _ OU" 

PR ~ OK' 

d. h.: Das Verhältniss zwischen dem Brennstrahl 
eines Hyperbelpunktes und dessen Entfernung von 
der Directrix bleibt unverändert, wenn der erste 
Brennpunkt gegen den zweiten und zugleich die erste 
Directrix gegen die zweite vertauscht wird. 

Bezeichnet « die Charakteristik OU": OK, so ist 
PF=s.PQ, PG = (.PR, 
PG—PF=e.QR = e.HI; 
die Brennstrahlen geben also eine constante Differenz. Für den 
Scheitel A hat man nach demselben Satze AG — AF — e . HI, 
folglich 

PG — PF = AG — AF= BF— AF = AB, 
d. h.: Die Differenz der Brennstrahlen jedes Hyper- 
belpunktes ist unveränderlich gleich der Hauptachse 
der Hyperbel*). 

Dieser Satz liefert ein einfaches Mittel zur Construction 
der Hyperbel, wenn die Lage der schneidenden Ebene gegeben 
ist. Man bestimmt zunächst mittelst zweier berührenden Kreise 
die Brennpunkte F und G der ki'ummen Linie, beschreibt ferner 
aus dem einen Brennpunkte F mit einem beliebigen Halbmesser 
einen Kreisbogen und aus G einen zweiten Bogen, dessen Halb- 

*) Auch ohne Zuziehung einer Directrii findet man diesen Satz auf 
folgendem Wege. Es ist PF — PU, PG = PV, mithin PG — PF=FV 
— U'V = AV'—AU' = AG-AF - BF—AF = AB. 
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mesaer gleich der Summe von AB und dem ersten Halbmesser 
ist; beide Bögen schneiden sich in 
zwei Punkten, welche der Hyperbel 
angehören. Diese Construction giebt 
zu erkennen, dass die beiden Zweige 
der Hyperbel congiment sind und zur 
gebracht werden können, 
wenn man den einen um diejenige 
Gerade herumdreht, welche die Haupt- 
achse normal in C halbirt. Der Punkt 
C heisst deswegen der Mittelpunkt 
der Hyperbel; die Endpunkte A und B der Hauptachse werden 
die Scheitel der Hyperbel genannt. 

Besondere Aufmerksamkeit verdient der Fall, wenn die 
Schnittehene parallel zur Kegelachse liegt; es werden dann die 
beiden Berührnngskugeln congruent, wie dies in analoger Weise 
bei dem elliptischen Schnitte des Cylinders geschah. Bezeichnen 
wir mit M den Mittelpunkt der zum 
Brennpunkte F gehörenden Kugelfläche 
und mit C den Mittelpunkt der Haupt- 
achse AB, so sind die Geraden MF 
und OC gleich und senkrecht zur 
Kegelachse; ferner hat man MIJ' = 

MF = OC, L OMU' = Z AOC und 
lOU'M = lACO = 90®, mithin 
zwei congruente Dreiecke OU'M und 
ACO, es ist daher OU' = AC und 
durch beiderseitige Addition von AU' 

= AF, auch AO = CF. Sind nun 
von irgend einer Hyperbel die Hauptachse AB und die Brenn- 
punkte F, G gegeben, so kann aus der Kathete AC und der 
Hypotenuse AO = CF das rechtwinklige Dreieck AOC und 
überhaupt diejenige Kegelfläche bestimmt werden, bei welcher 
der zur Kegelachse parallele Schnitt die nämliche Hauptachse 
und dieselben Brennpunkte wie die gegebene Hyperbel besitzt. 
Nach der oben gezeigten C!onstruction ist aber die Hyperbel 
durch Hauptachse und Brennpunkte bestimmt und es muss da- 
her der vorhin erwähnte Schnitt mit der gegebenen Hyperbel 


Fig. 10t). 
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identisch sein, d. h.; Jeder beliebige hyperbolische 
Schnitt irgend eine r Kegel fläche lässt sich auf einen 
bestimmten neuen Kegel so übertragen, dass die 
Schnittebene der Achse parallel liegt. 

Der Analogie wegen nennt man CO die Nebenhalb- 
achse und CF = CG die lineare Excentricität der Hy- 
perbel; für AC = «, CO = b, CF = c ist 
c = j/rt* + 6*. 

Um ferner die Entfernung der 
Directrii vom Mittelpunkte und 
die Charakteristik der Hyperbel 
zu bestimmen, endchten wir im 
Brennpunkte F die bis zur Hy- 
perbel reichende Senkrechte FK 
und denken uns GK gezogen; 
in dem rechtwinkligen Dreiecke 
FGK ist dann 

GK^ — FK^ = FG^, 
ferner, zufolge der vorhin bewiesenen Eigenschaft der Hyperbel, 
GK—FK = AB, 

mithin durch Division 

GK + FK = -^^-. 



Die halbe Differenz beider Gleichungen ist 



ln Beziehung auf die Directrix gelten die beiden Relationen 
FK=e.KL, AF=e.AU, 
und wenn man zur Abkürzung CH == k setzt, so lauten dieselben 

— — a = f (c — k), c — a = f {a — k) 
und liefern die Werthe 



Von diesen Formeln führt die erste zu einer einfachen Construction 
der Directrix, wie sie die Figur, worin AD — h ist, zu er- 
kennen giebt; die zweite Formel enthält den Satz: Die Charak- 
teristik der Hyperbel ist gleich dem Verhältnisse 
ihrer linearen Excentricität zur Haupthalbachse. 
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Als Parallelschnitt zur Kegelachse aufgefasst, bietet die 
HjTperbel noch eine interessante Eigenschaft dar. Legen wir 
nänolich durch irgend einen Hyperbelpunkt P eine zur Kegel- 
achse normale Ebene, welche die Fläche 
in dem Kreise PQ schneidet, legen Avir 
ferner durch die Kegelachse OL eine 
zur Ebene der Hyperbel parallele Ebene, 
welche die Kegelliäche in der Geraden 
OQ schneidet, und projiciren endlich 
das Dreieck OLQ auf die Hyperbelebene, 
so dass A CHR^lS OLQ, so lassen 
sich die Geraden UP und HR auf 
folgende Weise vergleichen. Es ist 

Hlf — HP^ = LQ- — IIP* = LP’^ — HP^ = LH\ 
und durch Zerlegung der linken Seite in 

(7/P + HP) (7/P — IIP) = {HR + HP) PR 

LH^ 

HR + HP “ LQ + HP‘ 

Der Zähler des rechter Hand befindlichen Quotienten bleibt un- 
veränderlich, wo aucli der Punkt P gewählt werden mag; da- 
gegen wird der Nenner um so gi-össer, je weiter P vom Scheitel 
B wegrückt, oder je grösser die Gerade CH = OL wird, ja 
man kann sogar durch hinreichend gross gewählte CH den 
Nenner des obigen Quotienten über jede Zahl hinaus wachsen, 
folglich den Quotienten selbst, nämlich PP, kleiner als jede 
noch so kleine Zahl werden lassen, ohne dass PP den genauen 
Werth Null jemals erreicht. Die Hälfte des einen Hyperbel- 
zweiges schmiegt sich also mehr und mehr an die Gerade CR 
an, deren Lage durch die Kegelfläche selbst ein- für allemal 
bestimmt ist; diese Gerade heisst eine Asymptote der Hyper- 
bel; die vollständige Hyperbel besitzt zwei Asymptoten, welche 
sich im Mittelpunkte der Hyperbel schneiden und mit der Haupt- 
achse gleiche Winkel bilden; letztere sind identisch mit dem 
Winkel zwischen der Seite und Achse des Kegels. Will man 
aber diesen Winkel direct aus den Achsen der Hyperbel her- 
leiten, so braucht man nur den Punkt P mit dem Scheitel B 
zusammenfallen zu lassen; der durch B gelegte Kreisschnitt hat 


Fig. 108. 
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einen der Geraden CO gleichen Halbmesser; CO ist die Neben- 
halbachse und = £JE, mithin Z ECB Gegenwinkel von BE in 
einem rechtwinkligen Dreiecke, dessen Katheten die Halbachsen 
CB = a und BE = Z» sind. 

Wir betrachten ferner solche Punkte, die entweder ausser- 
halb oder innerhalb der Hyperbel liegen, bei denen also die 
Differenz der Leitstrahlen nicht gleich der grossen Achse sein 
kann. Ist erstens P" ein ausserhalb der H}'perbel befindlicher 
Punkt, so muss die Gerade, welche ihn mit dem innerhalb 
Fig. 109. liegenden Brennpunkte G verbindet, 

die Hyperbel nothwendig in einem 
Punkte P schneiden, und es ist 
dann FF' < PP + PP', GF' 
= GP + PF ’ ; durch Subtraction 
der zweiten von der ersten Beziehung 
bleibt PP" — GP" < PP — GP, 
d. h. PP" — GF' CAB. Für einen 
iunenliegenden Punkt P' findet sich auf gleiche Weise 
E'F — GF'^AB; umgekehrt folgt hieraus der Satz: Ein 
Punkt liegt innerhalb, auf oder ausserhalb der 
Hyperbel, je nachdem die Differenz seiner Brenn- 
strahlen mehr, ebensoviel, oder weniger als die 
Hauptachse der Hyperbel beträgt. 

§ 37. 

Die Hyperbel und die Gerade. 

1 . Wir betrachten zuerst den speciellen Fall, wo die Ge- 
rade Tangente an der Ellipse ist und folglich durch denselben 

Punkt S der Directiii geht, wie 
eine in P auf dem Brennstrahle des 
Berührungspunktes P enüchtete 
Senkrechte. Construirt man noch 
den anderen Brennpunkt G und 
die zugehörige Directrix IT, so 
kann man die in § 29 angestell- 
ten Betrachtungen zum zweiten 
Male anwenden, indem man I 


Fig. 110. 
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durch O und S durch T ersetzt ; es ergiebt sich hierbei Z PGT 
= 90". Man hat nun 

PF FG , PF PQ 
PQ PR' ” PG PR' 

ferner in den ähnlichen Dreiecken PQS und PET 

PQ _ PS 
PR PT' 

mithin zusammen 

PF PS , PF PG 
PG PT' PS PT' 

Hieraus folgt die Aehnlichkeit der rechtwinkligen Dreiecke 
FPS und GPT, daher ist 

Z FPS = Z GPT, 

d. h.: DieTangente an einer Hyperbel bildet gleiche 
Winkel mit den Vectoren des Berührungspunktes*). 

Hierauf gründet sich eine sehr einfache Construction der 
Tangente an einem Punkte P der Hyperbel; die Halbirungs- 
linie PS des von den Leitstrahlen FP und GP gebildeten Win- 
kels FPG ist nämlich die gesuchte Tangente. 

Schneiden wir auf PF die Strecke PR = PG ab. so ist 
in dem gleichschenkligen Dreiecke Fig. 11 1. 

GPE der Winkel an der Spitze 
halbirt und mithin geht die Tan- 
gente an P senkrecht durch die 
Mitte der Basis GR ; dieser Mittel- 
punkt, welcher T heissen möge, 
kann auch als Fusspunkt des von 
G auf die Tangente herabgelassouen 
Perpendikels betrachtet werden. 

Durch die Gerade CT entsteht ein Dreieck CGT, welches mit 
dem Dreiecke FGR in dem Winkel bei G und in dem Seiten- 
verhältnisse 

GC: GF = GT\ GR = 1:2, 
übereinstimmt; hieraus folgt CGT IS FGR, Cr||Pßund 
CT: FR = GC-.GF = i :2; 

*} Auch dieser Satz kann uuahbängig vun der Directrii entwickelt 
werden, sobald man genau denselben Weg gebt, wie bei dem analogen, für 
die Fllipse geltenden Satz in § 34. 
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es ist daher CT die Hälfte von FR = FP — GP = AR. 
Auf ganz analoge Weise kann nachgewiesen werden, dass der 
Fusspunkt S einer von F auf die Tangente an P herabgelassenen 
Senkrechten gleichfalls um von G entfernt ist. Nennt 

man einen über der Hauptachse der Hyperbel als Durchmesser 
beschriebenen Kreis den Hauptkreis der Hyperbel, so hat man 
folgenden Satz: Die Pusspunkte aller von den Brenn- 
punkten auf die Tangenten der Hyperbel herab- 
gelassenen Senkrechten liegen auf der Peripherie 
des Hauptkreises der Hyperbel. 

Hierin sind die Mittel zur Lösung zweier Berührungs- 
aufgaben enthalten. Soll nämlich an eine gegebene Hyperbel 
eine Tangente parallel einer gegebenen Geraden P'Q' gelegt 
werden, so falle man auf letztere von den Brennpunkten aus 
Senkrechte und nenne S und T die Punkte, in welchen die er- 
wähnten Perpendikel den Hauptkreis schneiden. Die Gerade 
ST ist dann die gesuchte Tangente und man findet ihren Be- 
rührungspunkt dadurch, dass man von FR |) CT bis zum Durch- 
schnitte mit ST zieht. Da die Brennpunkte ausserhalb des 
Hauptkreises liegen, so kann jede der von F und G auf P'Q' 
herabgelassenen Senkrechten den Hauptkreis entweder in zwei 
Punkten schneiden, oder in einem Punkte berühren, oder keinen 
Punkt mit ihm gemein haben. Von diesen Fällen tritt der 
erste ein, wenn P'Q' mit der Hauptachse einen grösseren Win- 
kel als die Asymptote einschliesst ; die Aufgabe hat dann zwei 
Auflösungen. Ist FQ' der Asymptote parallel, so kommt der 
zweite Fall zum Vorschein ; die Gerade ST wird mit der Asymp- 
tote identisch, der Berührungspunkt P rückt ins Unendliche 
und es existirt nur eine Auflösung. Wenn endlich P'Q' mit 
der Hauptachse einen kleineren Winkel als die Asymptote bildet, 
wird die Aufgabe unmöglich. 

Um zweitens durch einen gegebenen Punkt Q eine Tangente 
an eine Hyperbel zu legen, bedarf es der Aufsuchung zweier 
auf dom Hauptkreise befindlicher Punkte S und T von der Be- 
schaffenheit, dass LFSQ = LGTQ = 90“ ist; man findet 
diese Punkte, indem man sowohl über FQ als über GQ als 
Durchmesser einen Kreis beschreibt, welche Kreise den Haupt- 
kreis in den gesuchten Punkten S und T schneiden; der Be- 
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rührungspunkt P der Tangente ST ergiebt sich auf dieselbe Weise 
wie vorhin. Da jeder von den Hilfskreisen den Hauptkreis im 
Allgemeinen zweimal schneidet, so existiren zwei Auflösungen; 
sie reduciren sich zu einer einzigen, wenn Q auf der Hyperlrel 
liegt; unmöglich wird die Aufgabe, wenn sich Q innerhalb 
der Hj-perbel befindet. 

II. Lassen wir von dem einen Brennpunkte F auf eine 
nicht berührende Gerade S'T' oder S"T" eine Senkrechte herab; 
so kann deren Fusspunkt S' otler 
S" nicht auf die Peripherie des 
Hauptkreises fallen; er muss also 
entweder innerhalb oder ausserhalb 
dieses Kreises liegen. Setzen wir 
das Erste voraus und constniireu 
die zu S'T' parallele Tangente 
ST, so ist FS'<CFS, und wenn 
wir nach einem beliebigen Punkte 
T' von S"T' die Gerade FT' ziehen, welche S'T in 'T schnei- 
det, so ist gleichzeitig FT' d FT, ferner FT' T"T = FT 
und G'T' T' T~^ GT\ durch Subtraction der zweiten von 
der ersten Beziehung bleibt FT' — GT ' unfJ 
da T keiuenfalls innerhalb der Hyperbel liegt, so ist 
FT — GT"^ Ali, mithin ganz sicher FT' — G T' d 
woraus folgt, dass die Gerade S'T' keinen Punkt mit der Hy- 
perbel gemein hat. Wenn dagegen der Fusspmikt S" des von 
F auf die Gerade S" T” herabgelassenen Perpendikels ausserhalb 
des Hauptkreises zu liegen kommt, so kann die Gerade S"T" 
weder einen noch keinen Punkt mit der Hyperbel gemein haben, 
und es bleibt dann der allein mögliche Fall übrig, dass S"T" 
die Hyperbel in zwei Punkten schneidet. Alles zusammen giebt 
den Satz: Eine Gerade hat mit einer Hyperbel zwei 
Punkte, einen Punkt oder keinen Punkt gemein, 
je nachdem der Fusspunkt des von einem Brenn- 
punkte auf die Gerade herabgelassenen Perpen- 
dikels ausserhalb, auf oder innerhalb der Peripherie 
des Hauptkreises liegt. 

Man wird bemerken, dass die für die Hyperbel entwickel- 
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ten Sätze die Seitenstficke zu den für die EUipse geltenden 
sind; auch lassen sich wiederum die Eigenschaften der Parabel 
aus denen der Hyperbel herleiten, wenn man Scheitel und Brenn- 
punkt fest hält und die Hauptachse unendlich werden lässt. 
Die Parabel bildet dabei den TJebei^ng Ton der Ellipse zur 
Hyperbel, wie auch unmittelbar aus der Entstehung der Kegel- 
schnitte erhellt. 


§ 38. 

Die Asymptoten der Hyperbel. 

Stellt man sich die Aufgabe, durch den Mittelpunkt der 
Hyperbel Tangenten an letztere zu legen, so findet man sehr 
leicht, dass die gesuchten Tangenten mit den Asymptoten zu- 
sammenfallen und dass deren Berührungspunkte unendlich ent- 
fernt sind. Man kann daher die Asymptoten als die letzten 
Tangenten der Hyperbel ansehen, und es liegt deswegen nahe, 
sie mit beliebigen anderen Hyperbeltangenten zu vergleichen. 
Der Einfachheit wegen denken wir uns hierbei die Hyperbel 
durch einen, parallel zur Kegelachse geführten Schnitt entstanden, ^ 
was nach § 36 jederzeit erlaubt ist. 

ln Fig. 113 sei KOL' der Hauptschnitt des Kegels, diesem 
parallel die Ebene der Hyperbel AP und durch einen beliebigen 

Hyperbelpunkt P ein zur Kegel- 
achse senkrechter Querschnitt 
gelegt; letzterer ist ein Kreis, 
an welchen in P die Tangente 
PQ gezogen sein möge. Die 
Tangente PQ und die erzeugende 
Gerade OP bestimmen diejenige 
Ebene, welche den Kegel längs 
der Geraden OP berührt und 
gleichzeitig die parallelen Ebe- 
nen ALP und OL'K in den 
parallelen Geraden PP und OQ schneidet. Die Gerade PP ist 
die zum Punkte P gehörige Hyperbeltangente und durch die 
vorige Construction völlig bestimmt. Um aber diese Construction 
in einer Ebene ausföhren zu können, denken wir uns erstens die 
Punkte A, L, P, P auf die Ebene L'OK projicirt und be- 


Fig. 113. 
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zeichnen ihre Projectionen mit A', L', P', R' \ ferner stellen 
wir uns die Ebene des Kreisschnittes L'KP soweit gedreht vor^ 
bis sie mit der Ebene L'KO zusammenföllt. In der entstehen- 
den Fig. 114 ist P' ein 
beliebiger Hyperbelpunkt, 

OA' die Haupthalbachse 
und OK eine Asymptote 
der Hyperbel; eine durch 
P' senkrecht zu OA' ge- 
legte Gerade schneidet 
die Asymptoten in H und 
K, die Hauptachse in L', 

Auf dem aus L' mit dem 
Radius L'H = L'K be- 
schriebenen Kreise liegt 
der Punkt P, und zwar 
ist P'P = LL' von unveränderlicher Grösse nämlich gleich 
dem Abstande der Hyperbelebene von der Kegelachse, d. h. 
gleich der Nebenhalbaclise A'D'. Nimmt man demgemäss P'P 
‘= A'D', errichtet auf L'P in P eine Senkrechte, welche L'K 
in Q schneidet und zieht durch P' parallel zu OQ eine Gerade, 
so berührt letztere die Hyperbel in P'. 

Diese Tangentcnconstruction führt zu einigen bemerkens- 
werthen Proportionen und Gleichungen, wenn man auf die plani- 



Fig. 115. 



metrischen Verhältnisse im Kreise 
HKP achtet. Zieht man nämlich 
KI II IIP, so entstehen zunächst 
die ähnlichen Dreiecke UPQ uud 
KIQ, ausserdem ist (nach Thl. I, 

S. 108) Z KPI = Z PHK = Z P'PK und Z PKI = Z KPH 
= 90®, mithin A PKI /\ PP'Kro A HPK-, hieraus folgt 

HQ IIP IIP : KP HP' : PP' HP' 

KQ ~ Kt ~ KI : KP 

oder 

HP' _ KP' 

HQ KQ' 


KP' : PP' 


KP' 


Kehren wir nun zu der Hyperbel (Fig. 114) zurück, so haben 
wir in den ähnlichen Dreiecken HP'S und HQO sowie KP' T 
und KQO 
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//p' _ py , A'P' _ PT 
HQ — ~QÖ “““ ICQ ~ QO- 

Nach dem Vorhergehenden sind die linken Seiten gleich, mithin 
müssen es auch die rechten Seiten sein; wegen der Gleichheit 
der Nenner giebt dies 

P'S = P'T, 

d. h.: Auf jeder Hyperbeltangente sind die Strecken 
zwischen dem B erührungspunkte und den Asymptoten 
gleich lang. 

Fällt man von S und T aus auf HK die Senkrechten SU 
und TV, so entstehen zwei congruente Dreiecke P'SU und 
P'TV, mithin ist auch P'JJ = P'V. Legt man ferner durch 
S parallel zu HK eine Gerade, welche OK in W schneidet, 
so erhält man die ähnlichen Dreiecke TP'K und TSW\ in 
diesen ist TP’ = { TS, mithin P'K = \ SW = L’U. Man 
kann daher die Tangente ST auch dadurch finden, dass man 
L'U = P'K nimmt, Z7N|| L’O und nachher SP' zieht. Die 
Verbindung der Gleichungen 

P'U = P'V und HU = KP’ 
liefert HP' = KV und 

H V = HK + KV = RH + HP' = HP', 
woraus ähnliche Tangentenconstructioneu folgen. Benierkens- 
werth ist die Eelation 


HU. HV = KP'. HP' = PP'* = A'I)'\ 
deren wörtliche Fassung keine Schwierigkeit bietet. 


Fig. 114. 



Aus den ähn- 
lichen rechtwinkligen 
Dreiecken, deren Hy- 
potenusen OD' und 
OS sind, ergiebt sich 
leicht 

OS = %-HU, 

ebenso aus den bei- 
den ähnlichen recht- 
winkligen Dreiecken 
mit den Hypotenusen 
OE' und OT 
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Or=",f,.L'K; 


multiplicirt man diese Gleichungen und beachtet, dass A'D' = 
A'E' =6, OD' = OE’ = V/a* + h* und L'U.L'V — 6» 
ist, so erhält mau 


OS.OT = a» 4- ö*. 


Legt man durch P' die Geraden P'M\\ OK und P'N\\ OH, 
so ist OM = ^ OS, ON = ^OT, mithin 

OM.ON = {OS.OT = i (a» + 6»), 

d. h.: Das Product aus den, parallel zu den Asymp- 
toten genommenen Abständen eines Hyperbelpunktes 
von den Asymptoten hat einen unveränderlichen 
Werth. Gewöhnlich nennt man letzteren die Potenz der 
Hyperbel. 

Den vorigen Gleichungen lässt sich noch eine andere Be- 
deutung unterlegen, wenn man die Flächen des Dreiecks OST 
und des Parallelc^ramms OMP'N in Betracht zieht. Aendert 
nämlich der Punkt P' seine Lage auf der Hj'perbel und ist 
SiTi die entsprechende Tangente, so haben die Dreiecke OST 
und OSi Ti verschiedene Seiten, aber bei 0 denselben Winkel ; 
mithin verhalten sich ihre Flächen wie die Producte OS.OT 
und OSi.OTi; letztere sind gleich, folglich sind es auch jene 
Dreiecksflächen. Dasselbe gilt für den Fall, das P' nach A' 
rückt, wobei das Dreieck OST in OD'E' übergeht, dessen 
Fläche = ab ist; man hat daher den Satz: Das Dreieck, 
welches irgend eine Hyperbeltangente mit den 
Asymptoten bildet, hat den constanten Flächenin- 
halt ah. Die Hälfte hiervon giebt die Fläche des Parallelo- 
grammes OMP'N, die also gleichfalls constant ist, d. h.: Das 
Parallelogramm aus den, parallel zu den Asymptoten 
genommenen Abständen eines Hyperbelpunktes von 
den Asymptoten besitzt den constanten Flächen- 
inhalt |ah. Werden demnach die in einer Ecke zusammen- 
stossenden Seiten eines Parallelogrammes ohne Störung des ein- 
geschlossenen Winkels so verändert, dass die Fläche des Paral- 
lelogrammes constant bleibt, so beschreibt der gegenüberliegende 
Eckpunkt eine Hyperbel. 

SchliJoiilch, Geometrie II. 3. Aufl. 10 
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§ 39 . 

Die Quadratur der Hyperbel. 

Durch zwei beliebige Hyperbelpunkte P und P' legen wir 
parallel zu einer Asymptote die Geraden PM und P'M' und 
setzen zur Abkürzung 

OM = X, MP = y, OM' = a;', M'P' = y'; 
es ist dann nach dem Vorigen 

xy — x'y' = I (a* + h% 

mithin 

y — ‘ X ’ y ~ ‘ V ■ • 

Kig. 116. ^gjj Seiten MM' und MP construiren 

V wir das Parallelogramm PMM'Q', welches 

cL der Hyperbelfläche PMM'P' umschrieben 

I / Qi’SrV -,. ist, und vergleichen seine Fläche mit der 

/ / Fläche des gleichwinkligen Rhombus 

Ö B M W dies giebt 

MMQ'P MM'j^MP _ (x'— x)y 

OPAO On.ÖC ~ OB^ ' 


Linker Hand ist die Fläche von OBAC = ^ab, rechter Hand 
setzen wii' statt y seinen vorhin angegebenen Werth und be- 
merken noch, dass ÖJ^ = (i“)* + = 1 («* + ist; es 

wird dann sehr einfach 


MM'Q'P = ab 


Auf ganz gleiche Weise lässt sich die Fläche des eingeschrie- 
benen Parallelogrammes MM'P'Q berechnen, welches sich von 
dem vorigen nur dadurch unterscheidet, dass y' statt y zu 
nehmen ist; man bat daher 

MM'PQ = \ab"^A. 


Die von dem Hyperbelbogen begränzte Fläche MM'P'P ist 
kleiner als das umschriebene Parallelogramm MM'Q'P und zu- 
gleich grösser als das einbeschriebene Parallelogramm MM'P'Q, 
mithin 


'jab ^ •'> Fläche jW'P'P > J « 6 — 
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Nach dieser Vorbereitung gehen wir zur Bestimmung der 
Fläche P^MoUV über, welche von einer gegebenen Strecke 


Fig. 117 . 



0 M, M, il/. 


MoU der einen Asymptote, den Paral- 
lelen MoPo und UV zur anderen 
Asymptote und von dem Hyperbel- 
bogen PoF begrenzt wird; dabei sei 
OM» = X», OU = X'^xo, 

Fläche M»UVP» = S. 

Denken wir uns zwischen M» und 
U beliebige Punkte Mi, M^, Mi, 

...A/n_i in den Entfeniungen 

OMi — Xi, OMi — Xi, 

. . . OMa-l = ^n-l 
eingeschaltet und durch jeden eine Parallele zu M»P» gelegt, 
so zerfällt die gesuchte Fläche in n Streifen, von denen jeder 
kleiner als das umschriebene und grösser als das einbeschriebene 
Parallelogramm ist. Man kann daher die vorhin bewiesene Un- 
gleichung auf jeden Streifen auwenden und alle so gewonnenen 
Ungleichungen addiren; dies giebt 

} ah l'^'” -f -U . 4- 

l _ 1 I 

>S> 

iah 4 - 4_ 4. . . . 4. , 

^ \ X, J-, 3-^ ^ ~ X f' 

oder einfacher 

hM^:+;+;+... +£,-»[ 

>s> 

i a ft I » — -f — . . . — l . 

\ Xi j 

Die bisher willkührlichen Strecken Xij 0:2, wählen wir 

jetzt so, dass die Verhältnisse 


Xf jCq — i 

*'0 *'^1 


X 


'*'2 _ 

Xn X, X^ Xn — 2 ‘Tn — 1 


gleich werden, dass also x», Xi, Xi, ... x„-i, X eine geome- 
trische Progression bilden ; in der That bedarf es hierzu nur der 
Berechnung des bekannten Werthes 




und dann der Annahmen 


10 * 
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Xi = arop, aij = atop*, Xs — XoQ^, Xn-i — a:op""‘. 

Die obigen Ungleichungen fflr S gehen jetzt in die folgenden 
über: 

^ab(«p — n)"^ i ab l^n — 

oder 

. n(e — 1)>S> i ab . 

substituirt man den Werth von p, wobei zur Abkürzung 
— = mithin p = 
sein möge, so erhält man 

: 1) iab.n(^^— l)>S>iab.^J^^ 

V f 

Linker Hand steht die Gesammtlläche der umschriebenen, rechts 
die der eingeschriebenen Parallelogramme; das Verhältniss der 
ersten Summe zur zweiten ist ^ J und kann der Einheit beliebig 
nahe gebracht werden, wofern man n gross genug wählt*). 
Bei unendlich wachsenden n nähern sich also beide Summen 
einer und derselben Gränze, welcher auch das zwischenliegende 
S gleichkommen muss. Hiernach ist 

S = dem Gränzwerthe von ^ ab . n (y' J — 1) , 

oder , wenn der Gränzwerth von n ^ J — 1) mit rj bezeichnet 
wird, 

2) S = ^ ab . T]‘, 

dabei versteht sich von selbst-, dass rj eine bestimmte endliche 
Grösse sein muss, weil die Fläche S jedenfalls einen endlichen 
bestimmten Inhalt besitzt. 

Um den unbekannten Werth von zu ermitteln, denken wir 
uns vorerst w als beliebige endliche Zahl und substituiren in 
Nr. 1. für S das gleichgeltende ^ab.ij; dies giebt 


*) Es ist nämlich log{^^) = , und kann daher bei 

n 

hinreichend grossen n kleiner als jeder noch so kleine beliebige Bruch gemacht 
werden. Je weniger ab€rio9(^f) von der Null differirt, desto näher 
kommt f der Einheit. 
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oder, wenn die beiden hierin liegenden Ungleichungen auf ^ 
zurückgeführt werden, 

3) 


Obschon man den Betrag von t} nicht kennt, so ist doch gewiss, 
dass der Quotient ^ entweder eine ganze Zahl oder zwischen 

zwei benachbarten ganzen Zahlen k und A; + 1 enthalten sein 
muss; wir können demnach 

4) Ä<^<Ä+1 

setzen. Hieraus folgt einerseits 

< I und (l + ^ < (i -f , 

sowie andererseits 

Die Ungleichung 3. wird nun stärker, wenn man 


statt (l + 
1 

und statt 


das kleinere 


+ F^i)“ 

das grössere |l -)- 

<f<(>+Fbr 

Da ferner nach Nr. 4. n mehr als krj und weniger als (A; + 1) i; 
beträgt, so lässt sich die vorstehende Gleichung noch weiter 
verstärken, indem man linker Hand für n das kleinere Äij, 
rechter Hand für n das grössere (A -|- 1) >/ setzt ; dies giebt 


hif 

substituirt, und daher ist 


oder 




<f, 
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Nach einem bekannten Satze*) nähert sich bei unendlich 
wachsenden ganzen positiven s die Potenz einer festen 

Oränze, welche mit dem Buchstaben e bezeichnet wird, und 
deren Betrag ist 

e = 2,7182818 . . . 


*) Wie in Thl. I, S. 238 gezeigt wurde, gilt unter der Voraussetzung 
a > 6 > 0 die Ungleichung 


„m — 6m 


— > oder — li“' < m (a — &)a™ — *, 


a — h 

wofür man schreiben kann 
«) [a — m{a — b)] n™ — > < b'» . 

Nennen wir erstens bei ganzen jwsitiven p 


1 » + 1 . 


o = 1 +^. 
P 


b = 1 + 


P + l’ 


womit der Bedingung a'p-h genügt ist, so erhalten wir 

ß) 

und specieller für ^ = 1, 2, 3, n. s. w. 

(1 + {Y < (1 + i)* < (1 + iY < (1 + i)‘ . . . 


<(1 
4r 


Man ersieht hieraus, dass der Werth von + — j fortwährend wächst, wenn 

s das Gebiet der natürlichen Zahlen durchläuft. Nehmen wir zweitens in a. 

1 


»" = ?+ !. 0 = 1 + 


2q’ 


h = 1, 


so erhalten wir 


,(i + 5>-)’<. «1« (i+r,)’<2 


<4 


< 1 oder 

und durch Erhebung aufs Quadrat 
Um so mehr ist nun nach /3. 

cs mag also s eine ungerade Zalil = 2? — 1 oder eine gerade Zahl = 2gr 
sein ; jedenfalls beträgt ^1 + weniger als 4. Die vorliin bewiesene un- 


ausgesetzte Zunahme von 


hv )' 


geht daher nicht über alle Gränzen 


hinaus, sie muss folglicli eine Gränze haben, die > 2 und < 4 ist. Mittelst 
logaritbmischer Tafeln lässt sich dieser Gränzworth nähenmgswcise be- 
stimmen, doch ist die erreichte Genauigkeit nur dann erheblich, wenn man 
» sehr gross nimmt und die Tafeln auf wenigstens 12 Decimalstellen be- 
rechnet sind. 
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Von diesem Satze kann man hier Gebrauch machen, wenn man 

n in’s Unendliche wachsen lässt, wobei auch — und die beiden 

n 

einschliessenden ganzen Zahlen k und ä + 1 unendlich zunehmen. 


Es nähern sich dann 1 


V — 1 


der ge- 

8 — 17 


+ k+'l) (l + Ä-y 

meinschaftlichenGräuzee, ferner + jt^) 

der gemeinschaftlichen Gränze 1 , mithin wird die vorige Un- 
gleichung zu der Gleichung 


Daraus bestimmt sich »; ; es ist nämlich 


logf 

~ log~e' 


mithin dient zur Quadratur der Hyperbel die Formel 

oder in Zahlen, bezogen auf das gewöhnliche Logarithmeusystem, 
«> » = = 1.1512920. 


Hiernach lässt sich auch die hyperbolische Fläche bestimmen, 
welche durch einen vom Scheitel A 
aus gerechneten Hyperbelbogen AP, 
durch die von P auf die Hauptachse 
herabgelassene Senkrechte PL und 
durch die Strecke AL begränzt wird. 

Es ist nämlich Fläche ALP = 

A OMP + A OLP — A OAB — 

Fläche ABMP, mithin, weil A OMP die Hälfte des Parallelo- 
grammes aus OM und MP beträgt, 

Fläche ALP = yal + \OL.LP-{ah-,^^^ log(9^^, 
und wenn zur Abkürzung OL — x, LP = y gesetzt wird, 
mcLo ALT = 

Zieht man ferner LQ || OC und PB, || OB , so ist in den ähn- 
lichen Dreiecken OLQ und OAB 

OQ _ OL .T 

ÖB ~ ÖÄ ~ a 


Fig. 118. 
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und in den ähnlichen Dreiecken PBL und ÄCB 

PB PL y 

AC ~ AD "6 ’ 

oder, wegen PR = QM und ÄC = OB, 

QM — 1. 

OB ~ b‘ 

Die Addition beider Gleichungen giebt 
OM X , y 

. OB ~ b ’ 

mithin ist 

worin der Subtrahend den hyperbolischen Sector bedeutet, welcher 
von der Hauptachse OA, der Geraden OP und dem Bogen AP 
begränzt wird. 

Die Kectification der H}'perbel übersteigt die Kräfte der 
Elementargeometrie. 

§ 40. 

Die üebertragung der Kegelschnitte. 

Wenn eine Parabel, Ellipse oder Hyperbel gegeben vorliegt, 
so kann man sich eine solche Linie als Schnitt irgend einer 
Kegelfläche denken und demgemäss die Aufgabe stellen, alle 
die Kegelflächen zu finden, auf welche sich die gegebene krumme 
Ljnie als Schnitt übertragen lässt. Dieses Problem ist die Um- 
kehrung der in den §§ 29. 33. 36 behandelten Aufgaben und 
auch durch dieselben Mittel lösbar. 

a. Von der gegebenen Parabel sei A der Scheitel und F der 
Brennpunkt, also AF die Achse; durch letztere legen wir eine 
zur Parabelebene senkrechte Ebene, constrairen in dieser mit 
einem beliebigen Halbmesser MF einen die Gerade AF in F 
berührenden Kreis und ziehen endlich zwei Tangenten an den 
Kreis, von denen die eine durch A und die andere parallel zu 
AF geht. Die beiden Tangenten, deren Berührungspunkte U' 
und TJ" heissen mögen, schneiden sich in einem Punkte 0, und 
wenn man sich den Winkel U'OÜ" um OM als Achse herum- 
gedreht denkt, während die Parabelebene fest bleibt, so beschreibt 


J by Google 



V 


153 

jener Winkel eine Kegelfläche und der Kreis FTJ’ U" eine 
Kugel, welche sowohl den Kegel als Pig jjg 

die Schnittebene berührt. Man er- 
kennt hieraus unter Rücksicht auf 
§29, dass 0 der Mittelpunkt, FAOU" 
der Hauptschnitt eines der Kegel ist, 
auf welche die vorliegende Parabel 
übertragen werden kann. Um die 
Lage des Punktes 0 näher zu be- 
stimmen, lassen wir von 0 auf die verlängerte FA die Senk- 
rechte OL herab und erhalten jetzt die Gleichung 
AO = AU'+ U'O = AF+ OU”, 

oder auch 

AO = FA + FL, 

woraus hervorgeht, dass 0 einer Parabel angehört, deren Scheitel 
F und deren Brennpunkt A ist. Ferner halbirt die Kegelachse 
OM den Winkel AOU" und ist daher Tangente an der neuen 
Parabel; das Ergebniss lautet mithin vollständig: Die Mittel- 
punkte aller Kegelflächen, auf die sich eine ge- 
gebene Parabel übertragen lässt, liegen auf einer 
zweiten Parabel, deren Ebene senkrecht auf der ge- 
gebenen Parabelebene steht, deren Scheitel der 
Brennpunkt und deren Brennpunkt der Scheitel von 
der ersten Parabel ist; die Achsen der betreffenden 
Kegelflächen sind die Tangenten an der zweiten 
Parabel. 

h. Die gegebene Ellipse habe AB zur grossen Achse, F 
und 6r zu Brennpunkten; Fig. 120. 

durch AB legen wir eine 
zur Ellipsenebene senk- 
rechte Ebene , construiren 
in letzterer mit einem be- 
liebigen Halbmesser MF 
einen die Gerade AB in 
F berührenden Kreis und 
ziehen von A und B aus 
Tangenten an denselben. Die Berührungspunkte der Tangenten 
mögen ü' und ü", ihr Durchschnitt 0 heissen; nach § 33 ist 
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<dann AOB der Hauptsclmitt und OM die Achse einer der 
Kegelflächen, auf welche sich die gegebene Ellipse übertragen 
lässt. Man hat nun 

BO — AO = {BU"+ U"0) — {AU'+ U'O) 
und wegen U"0 = U'O 

BO—AO= BU''—AÜ' = BF—AF=BF—BG = FG, 
woraus hervorgeht, dass 0 auf einer Hyperbel liegt, deren Scheitel 
F, G und deren Brennpunkte A, B sind. Da ferner OM den 
Vectorenwinkel AOB halbirt, so ist OM Tangente an der Hy- 
perbel; das Gesammtresultat besteht demnach in dem Satze: 
Die Mittelpunkte aller Kegelflächen, auf welche 
sich eine gegebene Ellipse übertragen lässt, liegen 
auf einer Hyperbel, deren Ebene senkrecht zur El- 
lipsenebene steht, deren Scheitel die Brennpunkte 
und deren Brennpunkte die Scheitel der gegebenen 
Ellipse sind; die Achsen der betreffenden Kegel- 
flächen berühren die erwähnte Hyperbel. 

Nimmt man den willkührlichen Halbmesser MF gleich 
der kleinen Halbachse der Ellipse, so weiden die Geraden AU' 
und BU" parallel, der Punkt 0 rückt in’s Unendliche, die 
Kegelfläche degenerirt zu einer Cylinderfläche und die Achse 
derselben ist die Asymptote der Hyperbel. Diese specielle Ueber- 
tr^ung wurde bereits in § 33 erwähnt. 

e. Die Hauptachse einer gegebenen Hyperbel sei AB, F 
und G mögen ihre Brennpunkte heissen; durch AB legen wir 
eine zur Hyperbelebene senkrechte Ebene, beschreiben in ihr 


Fig. 121. 



mit dem willkührlichen Halbmesser MF einen die Gerade FG 
in F berührenden Kreis und ziehen an diesen von A und B 
aus Tangenten, deren Berührungspunkte U', U" und deren 
Durchschnitt 0 sein möge. Nach § 36 ist jetzt AOB der 
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Hauptachnitt uud OM die Achse einer der Kegelflächen, auf 
die sich die gegebene Hyperbel übeiiiragen lässt; zugleich 
hat man 

AO 4- BO = U'O) 4- {BU"— 17" 0), 

d. i. wegen U'O = U"0 

A0-[-B0 = AU'+B U" = AF+BF = BO + BF= FG, 
woraus heiTorgeht, dass 0 einer Ellipse angehört, von welcher 
FG die grosse Achse, A und B die Brennpunkte sind. Da 
ferner OM den Winkel AOU" halbirt, so ist OM Tangente 
an der Ellipse; das Gesamrateigebniss lautet; Die Mittel- 
punkte aller Kegelflächen, auf welche sich eine ge- 
gebene Hyperbel übertragen lässt, liegen auf einer 
Ellipse, deren Ebene senkrecht zur Hyperbelebene 
steht, deren Scheitel die Brennpunkte und deren 
Brennpunkte die Scheitel der gegebenen Hyperbel 
sind; die Achsen der betreffenden Kegelflächen be- 
rühren die erwähnte Ellipse. 

Nimmt man den willkührlichen Halbmesser MF gleich der 
Nebenhalbachse der Hyperbel, so liegt die Schuittebene parallel 
zur Kegelachse; dies giebt jene specielle Uebertragung, von der 
schon in § 36 die Rede war. 


Cap. VII. 

Die Ausmessung der runden Körper. 

§ 41. 

Oberfläche und Inhalt des Cylinders. 

Zufolge der früheren auf die Reotification und Quadratur 
des Kreises bezüglichen ünteisuchungen sind wir berechtigt, 
den Kreis als die Gränze anzusehen, welcher sich ein regel- 
mässiges Polygon mehr und mehr nähert, sobald die Seitenzahl 
desselben unausgesetzt vergrössert wird; denken wir uns jenes 
Vieleck als Basis eines geraden Prisma’s, so erscheint der Cy- 
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linder als die Gränze, in welche das Prisma übergeht, sobald 
seine Grundfläche zu einem Kreise wird. Auf diese einfache 
Bemerkung gründet sich die Ermittelung der Oberfläche und 
des Inhaltes des Cylinders. 

I. Die Längenzahl des Cylinderhalbmessers sei r, die seiner 
Höhe sei h, ferner heisse Cn der Umfang des der Basis einbe- 
schriebenen regulären »-Ecks und der Umfang des ent- 
sprechenden umschriebenen Vielecks, so ist der Cylinder zwischen 
zwei Prismen enthalten, deren gemeinsame Höhe h ist, und von 
denen das kleinere das eingeschriebene und das grössere das 
umschriebene regelmässige Vieleck zur Basis hat. Für die Mantel- 
fläche, deren Inhalt M heissen möge, gilt daher die Beziehung 

e„Ä <; Af <; uji, 

und wenn hier n in’s Unendliche wächst, so gehen und 
in die gemeinschaftliche Gränze ^nr über; aus der vorigen Un- 
gleichung wird dann die Gleichung 

M = 2nrh, 

d. h.; Die Mantelfläche des Cylinders ist gleich der 
Fläche eines Rechtecks, welches die Peripherie der 
Cylinderbasis zur einen und die Höhe des Cylinders 
zur anderen Seite hat. Dasselbe Resultat findet man auch 
dadurch, dass man den Mantel in eine Ebene abwickelt, wie 
schon früher angegeben wurde. (S. 108.) 

Die Gesammtoberfläche des Cylinders , welche S heissen 
möge, besteht aus dem Mantel und zwei Kreisflächen; man hat 
daher 

S = 2nrh-{-2nr- — inr (fl r), 
d. h.: Die Gesammtoberfläche des Cylinders ist einem 
Rechtecke gleich, welches die Peripherie der Grund- 
fläche zur einen und die Summe von Höhe und Radius 
zur anderen Seite hat. 

II. Nennen wir die Fläche des der Basis eingeschrie- 
benen regelmässigen «-Ecks, TJu die Fläche des entsprechenden 
umschriebenen Vielecks und V das Volumen des Cylinders, so 
gilt die Beziehung 

£„Ä<F<UnÄ; 
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für unendlich wachsende n gehen und U„ in die gemein- 
schaftliche Gränze nr* über und an die Stelle der vorigen Un- 
gleichung tritt dann die Gleichung 

V = nr^h, 

d. h.: Der Inhalt eines Cylinders ist gleich dem 
Inhalte eines geraden Prisma’s, dessen Höhe die 
nämliche und dessen Grundfläche der Basis des Cy- 
linders inhaltsgleich ist. 


§ 42. 

Oberfläche und Inhalt des Kegels. 

I. Der Halbmesser der Kegelbasis heisse r, h die Höhe 
und s die Seite des Kegels, so dass 
s = 

e„ heisse die Peripherie des der Basis eingeschriebenen und «□ 
die des umschriebenen regelmässigen w-Ecks; der Kegel ist 
zwischen zwei geraden n-seitigen Pyramiden enthalten, welche 
die nämliche Höhe besitzen, und von denen die kleinere das 
erste und die grössere das zweite Vieleck zur Basis hat. Um 
die Oberfläche der ersten Pyramide zu berechnen, sei s' die 
Höhe einer der Seitenflächen, die gesuchte Fläche ist dann \ CnS' ; 
auf gleiche Weise ergiebt sich für die Oberfläche der zweiten 
Pmmide ^«ns", wenn s" die Höhe einer seiner Seitenflächen 
bezeichnet; zwischen beiden Flächen liegt die des Kegelmantels, 
welche M heissen möge, und man hat daher 
ienS'<C JIfCliMnS". 

Bei unendlich wachsenden n gehen Cn und Un in Inr, s' und 
s" in s über, es bleibt daher 

M — ^2nrs = nrs = 

d. h.: Die Mantelfläche des Kegels ist einem Kreis- 
ausschnitte gleich, der die Seite des Kegels zum 
Halbmesser und die Peripherie der Kegelbasis zum 
Bogen hat. Der Centriwinkel dieses Sectors umfasst demnach 

360 . r Dasselbe Resultat ergiebt sich durch Abwickelung 

des Kegelmantels. (S. 108). 

Für die Gesammtoberfläche des Kegels, welche S heissen 
möge, findet man 
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S — 7rrs + /rr* = 7rr{s-{-r) = tt/' ( r -f- j/r* -j- /i*), 
was auf ähnliche Weise wie die vorige Gleichung in Worte 
übertragen werden kann. 

Die Mantelfläche eines abgestumpften Kegels lässt sich als 
Diiferenz zwischen den Mantelflächen zweier ganzen Kegel be- 
trachten; der kleinere von diesen habe r' zum Radius und s' 
zur Seite, so ist 

Jlf = Tirs — n/s'. 

Um die Formel praktisch brauchbarer zu gestalten, bringen 
wir die Differenz s — s' als Seite des abgestumpften Kegels in 
Rechnung; nennen wir sie l und beachten ausserdem die Aehn- 
lichkeit der beiden Vollkegel, so haben wir die Beziehungen 
s — s' = l, rir' — s: s' 
und erhalten daraus 

rl , r'l 

S = s = 

r — r’ r — r’ , 

nach Substitution dieser Werthe geht die obige Formel für M 
in die folgende über 

M = n {r -\- r') l. 

Dies kann auf verschiedene Weise gedeutet werden; bemerkens- 
werthist nachstehende Formulirung : Die Mantelfläche eines 
abgestumpften Kegels kommt der Fläche eines Recht- 
ecks gleich, welche« den Umfang des mittleren Quer- 
schnittes zur Basis und die Seite des abgestumpften 
Kegels zur Höhe hat. 

Für die Gesammtoberfläche des abgestumpften Kegels hat 
man die Formel 

S = nr^ 71 r'® + n (»• r')l — n [r* -|- r'* -|- (r -j- r') f]. 

II. Bezeichnen wir mit En und Un die Flächen der in 
und um die Kegelbasis beschriebenen regelmässigen Vielecke, 
sowie mit V das Kegelvolumen, und berücksichtigen, dass letz- 
teres zwischen zwei w-seitigen Pyramiden enthalten ist, deren 
kleinere das erste und deren grössere das zweite Vieleck zur 
Basis hat, und welche beide die gemeinschaftliche Höhe h be- 
sitzen, so haben wir die Beziehung 

J EJi <, V<Ck UJi ; 

für unendlich wachsende n vereinigen sich En und Un zu dem 
gemeinschaftlichen Werthe nr* und daher wird 


Digitized by GoQgle 




— 16» 

V — \iTr*h. 

Das Kegelvolumen ist demnach gleich dem Volumen 
einer Pyramide von der nämlichen Höhe und inhalts- 
gleicher Grundfläche. 

Der Inhalt eines abgestumpften Kegels kann als Differenz der 
Volumina zweier vollen Kegel berechnet werden und ist hiernach. 

V = J TT r* h — l n r'* h' = J n (r* h — r'* h'). 

Nennen wir k die Höhe des abgestumpften Kegels und beachten 
die Aehulichkeit der beiden vollen Kegel, so haben wir 
h — h' = k, r : r = h : h', 

woraus 

rk 


h = 


h' = 

r — r 


nach Substitution dieser Werthe verwandelt sich die vorige 
Formel in die folgende 

V = + r'')Ä. 

Dies lässt sich zwar gleichfalls in Worte übertragen, giebt aber 
keine kurze leicht zu merkende Regel. 


§ 43. 

Oberfl äc he und Inhalt der Kugel. 

I. Die im vorigen Paragraphen entwickelte Formel für 
den Mantel eines abgestumpften Kegels kann zur Quadratur der 
Kugel dienen, wenn man ihr vorher eine passende Gestalt ver- 
leiht; errichtet man nämlich im Mittelpunkte M der Kegelseito 
PQ auf ihr eine Senkrechte, welche die Kegelachse in 0 schnei- 
det, und projicirt P, Q und M auf die Achse, so sind PP\ QQ' 
die beiden Halbmesser des abgestumpften Kegels und 
MM'=^ l iPP'-hQQ') 

ist sein mittlerer Halbmesser. Der Kegelmantel, welchen PQ 
bei der Umdrehung um OP' beschreibt, hat zur Fläche 
n: (PP' + QQ') PQ = 2 nMM'. PQ. Kg. 122. 

Wenn ferner durch P eine Parallele zu OP' 
gezogen und P ihr Durchschnitt mit QQ' ge- 
nannt wird, so ist Z PQll = Z MOM' (weil 
jeder dieser Winkel den spitzen Winkel bei S 

zu 90“ ergänzt), IPEQ = /. MM'O = 90°, 

mithin A PQPro A J/OA/'; man erhält daraus E' M' <l' 




Pt 


lÄ 
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folglich 


PQ:PR = MO : MM' 


MM’ = PR = ^ . P'Q'. 

PQ PQ ^ 


Demnach ist der von PQ beschriebene Kegelmantel 
= 2n.MO.P’Q', 

d. h. gleich dem Producte aus der Peripherie des mit MO be- 
schriebenen Kreises und der Projection von PQ. 

Um nach dieser Vorbereitung die Fläche der Kugelzone 
zu finden, welche ein mit dem Halbmesser OÄ = OH = r 
aus dem Mittelpunkte 0 beschriebener Kreisbogen bei seiner 
Rotation um den festen Durchmesser OX erzeugt, theilen wir 
den Bogen AH in eine beliebige Anzahl, etwa w, gleicher Theile, 
verbinden alle Theilpunkte A, B, C ... H durch Sehnen und 
bestimmen zunächst die Oberfläche, welche durch Umdrehung 
der gebrochenen Linie zwischen AB CD . . , H entsteht. Die 
genannte Fläche ist aus den Mänteln von 
n abgestumpften Kegeln zusammengesetzt, 
deren Seiten der Reihe nach AB, BC 
CD . . . sind und deren Höhen A'B', 
B'C, CD'... heissen mögen; denkt 
man sich die vorhin erwähnte Construction 
auf jeden dieser abgestumpften Kegel an- 
gewendet, so bleibt die Linie MO die- 
selbe, weil die Dreiecke AOB, BOC, COD . . . sämmtlich gleiche 
Höhe besitzen; es ist daher, wenn MO zur Abkürzung mit q 
und die von der gebrochenen Linie ABCD ... 7/ beschriebene 
Fläche mit S bezeichnet wird. 


Fig. 123. 



S = 2ttq .A'B' -\-2nq .B'C + + 

d. i. kürzer 


S = 2nq. A'H'. 

Lassen wir die Anzahl der Theilpunkte B, C, D ... G in’s 
Unendliche wachsen, so hat die gebrochene Linie ABCD . . . GH 
den Kreisbogen AH zur Gränze, die erzeugte Fläche wird zur 
Kugelzone und q geht in den Halbmesser r über ; für A'H' — h 
lautet jetzt die Formel 


S = 2 nrh, 

d. h.: Die Fläche einer Kugelzone ist gleich der 
eines Rechtecks, welches den Umfang eines grössten 
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Kugelkreises zur Basis und mit der Zone gleiche 
Höhe hat. Dieselbe Formel gilt zugleich für die Kugelkappe, 
weil diese als eine Zone betrachtet werden darf, von welcher 
der eine Radius Null ist. 

Wenn der Bogen AH zu einem Halbkreise, mithin A'R' 
= 2?- wird, so giebt die obige Formel die Oberfläche Sl der 
ganzen Kugel, nämlich 

ß = 

d. h.: Die Oberfläche der ganzen Kugel beträgt das 
Vierfache von der Fläche eines grössten Kreises. 

Zufolge der in § 22 gegebenen Erörterungen sind nun auch 
die Formeln für die Fläche eines Zweiecks, dessen Winkel w 
heissen möge, und eines sphärischen Dreiecks ABC sogleich 
aufzustellen; man hat nämlich 


Z = 


3Ü0' 


4 n = n 


90" 


und 

A = 


A + B + C— 180" , „ 

— . 2 n r* = 71 — ! . 


_ „^ + -ß + C'- 180 " 


— 


3(jO" '■ 180» 

Diese Formel führt auch zur Inhaltsbestimmung eines be- 
liebigen sphärischen Polygons, sobald man letzteres als eine 
Zusammensetzung sphärischer Dreiecke ansieht. 


II. Behufs der Cubatur der Kugel betrachten wir zunächst 
eine Schicht, deren eine Begränzungsebene mit der Ebene eines 
giössten Kreises zusammenlällt ; man erhält eine derartige Schicht 
dadurch, dass man in der Ebene eines Viertelkreises AOB den 
Pmikt II willkührlich auf dem Bogen AB wählt, II auf OA 
nach ir projicirt und die viereckige Figur BOH'U um OA 
als Achse rotiren lässt. Wir theilen nun die Strecke 0H\ 
welche h heissen möge, in eine beliebige Anzahl, etwa w, gleicher 
Theile, ziehen durch jeden Theilpunkt eine 
Parallele zu OB bis zum Durchsclinitte mit 
Are AB, und construiren aus jeder so ent- 
standenen Senkrechten und der Strecke — 

n 

ein Rechteck; dadurch bilden sich zwei 
Reihen von Rechtecken und es beträgt die 
Summe der umschriebenen Rechtecke mehr 

Schldmilch, Gdometi'ie H. *J. Aofi. 


Fig. 121. 



Digitized by Google 



102 


und die Summe der eingeschriebenen Kechtecke weniger als die 
Fläche BO WH. Bei der Umdrehung um OÄ erzeugen die 
umschriebenen Rechtecke einen aus n Cylindern zusammenge- 
setzten Körper, dessen Volumen mehr als das Volumen der 
Kugelschicht ausmacht; ebenso beschreiben die eingeschriebenen 
Rechtecke einen Köi-per, dessen Volumen weniger als das Vo- 
lumen der Schicht beträgt. Beide Cjlindersummen sind leicht 
zu berechnen; nennen wir r den Halbmesser der Kugel, so sind 
die Radien des ersten, zweiten, dritten u. s. w. umschriebenen 
Cylinders 


V',. 

die Halbmesser des ersten, zweiten, dritten u. s. w. eingeschrie- 
benen Cylinders sind 

Hieraus ergiebt sich als Volumen des umschriebenen Körpers 
oder, weil n die Anzahl der Summanden ausdrfickt 

7rr*/t — TT — — , Ir ; 

n’ 

auf gleiche Weise findet man für das Volumen des eingeschrie- 
benen Körpers 




n r 






= TT r* h ■ 


n - 


1 ‘ + 2 » + 3 » + . . . + 


h\ 


Die Differenz beider Volumina ist - und kann für un- 

n 

endlich wachsende n kleiner als jede beliebig kleine Zahl ge- 
macht werden; man schliesst daraus, dass sich die Volumina 
des der Kugelschicht umschriebenen und des einbeschriebenen 
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Körpers einer und derselben Gränze nähern, welche keine andere 
als das Volumen der immer zwischenliegenden Kugelschicht sein 
kann. Nennen wir das letztere F, so ist hiernach 

F = Gränzwerth von — tt - + 

d. i. nach dem schon auf S. 66 benutzten arithmetischen Satze 
F = nrVi — 3 = n (/•* — J li^) h. 

Mittelst dieser Formel lässt sich auch das Volumen jeder 
anderen Kugelschicht bestimmen, deren parallele Begränzungs- 
ebenen keine grössten Kreise sind. Fällt man nämlich vom 
Mittelpunkte der Kugel auf die genannten Ebenen Seuki'echte, 
deren Längen Jh und hi heissen mögen, so kann die erwähnte 
Kugelschicht als Dilferenz zweier Kugelschichten der vorigen 
Art berechnet werden, und ihr Volumen ist daher 

— 3 Ä i*) Äi — n /ijj. 

Im speciellen Falle h = r giebt die für F entwickelte 
Formel das Volumen einer Halbkugel = | nr^, und es ist 
demnach für das ganze Kugelvolumen 

K = J nr^. 

Der Inhalt eines Kugelabschnittes findet sich dadurch, 
dass man das vorhin berechnete Volumen F einer Kugelschicht 
von dem Halbkugelvolumen subtrahirt, derselbe ist folglich 
1 71 r® — 7T (r® — J A*) h ; 

will man die Höhe des Kugelabschnittes in Kechnung bringen, 
so ist r — h mit einem neuen Buchstaben zu bezeichnen ; für 
r — h — h' oder h — r — h' ergiebt sich so der Werth 
7T (r — 3 h') A'®. 

Das Volumen eines Kugelausschnittes wird als Summe 
eines Kugelabschnittes und eines Kegels berechnet; bezeichnet 
Ä' wie vorhin die Höhe des Abschnittes, so ist r — A' die Höhe 
des Kegels und ^/r® — (r — A'j* = j/2rA' — A'* sein Halb- 
messer; für das gesuchte Volumen erhält man hiernach 

„(r— 1 A') A'* -f ^ 71 (2 r A' — A'®) (r — A') = ^ /r rW. 

Zwei Meridianebenen und das zugehörige Zweieck um- 
schliessen einen Raum, den wir einen Kugel keil nennen 
wollen ; derselbe ist so viel mal in dem Kugelvolumen enthalten 
als seine gekrümmte Oberfläche (das Zweieck) in der Kugel- 
fläche, also, wenn J den Inhalt des Keiles bezeichnet, 

11 * 
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i = I , mithin J = ix. 

Setzt man für Z, Si und K ihre Werthe, so hat man die Formel 

Die Ebenen dreier grössten Kreise und das zugehörige sphä- 
rische Dreieck, welches .<1B (7 heissen möge, umschliessen zusammen 
einen Raum, den wir eine dreiseitige Kugelpyramide 
nennen wollen; derselbe ist so viel mal in dem Kugelraume 
enthalten wie seine gekrümmte Oberfläche (das Kugeldreieck) in 
der Kugelfläche, man hat daher, wenn P den Inhalt der Kugel- 
pyramide bezeichnet. 


mithin P = -^K. 


P _ A 
K ~ S. 

Vermöge der bekannten Werthe von i\, ii, K folgt hieraus 
die Formel 

P — . A + P+ C- 180 " . 

^ ^ 180 " • 

Eine mehrseitige Kugelpyramide kann in eine Partie drei- 
seitiger Kugelpyramiden zerlegt und als Summe derselben be- 
rechnet werden. 
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VIERTES BUCH. 

Sphärische Trigonometrie. 


Cap. VIII. 

Die Berechnung des körperlichen Dreiecks. 


§ 44. 

Einleitung und Formeln für das rechtwinklige 
Dreieck. 

Nachdem wir in Cap. II den Zusammenhang zwischen den 
Seiten und Winkeln einer dreiseitigen Ecke nachgewiesen und 
die Constructionen erwähnt haben, durch welche aus den 
Bestimmungsstücken eines körperlichen Dreiecks die übrigen Be- 
standtheile abgeleitet werden können, ist noch die Berechnung 
der fehlenden Stücke vorzunehmen; die Gründe zu dieser Er- 
gänzung der Lehre vom körperlichen Dreieck sind die nämlichen 
wie bei der Theorie des ebenen Dreiecks (Thl. I, § 36), sie 
fallen sogar noch schwerer ins Gewicht, weil die Constructionen 
körperlicher Ecken in einer Ebene umständlicher und deshalb 
auch in der Anwendung ungenauer als die Constructionen 
ebener Dreiecke sind. Wir setzen daher im Folgenden immer 
voraus, dass die Bestimmungsstücke körperlicher Ecken in Zahlen 
gegeben seien, und bezeichnen die Seiten mit a, b, c, sowie die 
gegenüberliegenden Winkel mit A, H, C\ auch können wir der 
körperlichen Ecke jederzeit ein sphärisches Dreieck substituiren, 
wenn wir uns aus dem Scheitel der Ecke mit der Längeneinheit 
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als Halbmesser eine Kugelfläche construirt und ihre Durchschnitte 
mit den Seitenebenen der Ecke aufgesucht denken. Endlich 
bemerken wir noch, dass bei allen folgenden Untersuchungen 
körperliche Ecken oder sphärische Dreiecke vorausgesetzt sind, 
von denen jede Seite weniger als 180 “ beträgt; es liegt hierin 
deswegen keine Beschränkung der Allgemeinheit, weil sich im 
Gegenfalle unter den sieben Nebendreiecken immer mindestens 
eines findet, dessen Seiten einzeln genommen kleiner als 180 " 
sind, und auf dessen Berechnung dann die Berechnung des ge- 
gebenen Dreiecks zurückkommt. 

Wir betrachten zunächst das bei C rechtwinklige sphärische 
Dreieck ABC mit den spitzwinkligen Katheten IBOC = a 
und /.ÄOC = i; von dem Punkte B 
lassen wir auf den Kugelhalbmesser CO 
die Senkrechte BE herab und construiren 
die Ebene, welche BE in sich enthält 
und auf der Ebene AOB senkrecht steht; 
die Durchschnitte der Hilfsebene mit 
AOB und AOe mögen BD und BE 
heissen. Da die Ebene BDE auf den 
beiden Ebenen AOC und AOB gleich- 
zeitig senkrecht steht, so ist sie auch normal zur Kante AO, 
mithin Z BBE der an dieser Kante liegende Neigungswinkel A. 
Aus den rechtwinkligen Dreiecken BOB, OEB und BOE er- 
geben sich nun die Beziehungen 

OD OE.cosh OB .cosa .cosb 

COSC — — Qß — QJi . 

oder 


Fig. 125. 
B 



1) COS c = cos a . cos b. 

Ist eine der Katheten, z. B. a, ein stumpfer Winkel, so 
filllt der Fusspunkt E auf die Verlängerung von CO, ebenso 
Fig, 126. D auf die Verlängerung von AO, und 
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man cos (180“ — c) durch — cosc und cos (180“ — a) durch 
— cosa ersetzt. Sind endlich beide Katheten stumpf, so Mit 
Pig. 127. E auf die Verlängerung von CO, 

^ dagegen D auf AO selbst, und es 

/r\ ergiebt sich 

/ / i\\ 01» 0J5. cos (180" — 6) 

/ / / ! \ ^ ^ 

Q(^..A.yE \ OB,cos(18ü“ — a).cos(180“ — 6) 

! ~ ’ 
V I wiederum übereinstimmend mit 
^ ^ 

Nr. 1. Alles zusammen führt zu 
dem Satze: In jedem rechtwinkligen sphärischen Drei- 
ecke ist der Cosinus der Hypotenuse gleich dem Pro- 
ducte aus den Cosinus der Katheten. 

Die rechtwinkligen Dreiecke BDE, BDO und BEO geben 
ferner in allen drei genannten Fällen 

. . HE OB .sin a 

SinA = y.y, = -7T„ - . 5 

BI) OB. sine' 

oder kürzer 

2) sinA = - und entsprechend sinB = 

d. h.: Der Sinus irgend eines an der Hypotenuse 
liegenden Winkels ist gleich dem Verhältnisse 
zwischen dem Sinus der Gegenkathete und der 
Hypotenuse. 

Aus den vorhin erwähnten rechtwinkligen Dreiecken erhält 
man noch in allen Fällen 

. DE OE. sin b OB .cosa sinh ^ 

COSA. — — ~OB.'siiix~’ 


schreibt man diese Gleichung in der Gestalt 

. sin h 

cosA = cosa — , 
sine 

und wendet die zweite der Formeln 2. an, so wird 
3) cosA = cos a sin B, ebenso cosB = cosbsinA, 
d. h.: Der Cosinus eines der Hypotenuse anliegen- 
den Winkels ist gleich dem Producte aus dem Cosi- 
nus der Gegenkathete und dem Sinus des anderen 
an der Hypotenuse liegenden Winkels. 
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Die entwickelten drei Hauptsätze enthalten die Mittel zur 
Berechnung des rechtwinkligen Dreiecks, wie wir kurz zeigen 
wollen. 


1. Gegeben: Die beiden Katheten a und b. Die 
Hypotenuse ergiebt sich unmittelbar durch die Formel 
4) cosc = cosacosb; 

die Winkel an der Hypotenuse werden durch die Gleichungen 

sinh 


5 ) 


. . sina . T) 

sinA — smB = 

siHC sine 


bestimmt, wo c aus der vorhergehenden Rechnung bekannt ist. 
Will man dagegen A und B direct berechnen, so dient hierzu 
eine Formel, welche durch Combination der Gleichungen 2. und 3. 
entsteht; man erhält nämlich durch Division der Werthe von 
sinA und cosA 


tauA — 


tana 

sin c sin li ’ 


oder, weil nach Nr. 2. sine sin B = sinb ist, 

6) tanA = “ und entsprechend tanB = 

' 8tno * «Ha 


II. Gegeben: Die Hypotenuse c und die Ka- 
thete a. Die andere Kathete b folgt aus der Gleichung 1., 
nämlich 


7) 


cosb = 


cosa 


von den beiden an der Hypotenuse liegenden Winkeln ei'giebt 
sich der eine aus Nr. 2., nämlich 

sina 




sinA = 


und der andere aus Nr. 3., wenn statt cosb und sinA die eben 
genannten Werthe substituirt werden, nämlich 
9) cosB = üma cotc. 


III. Gegeben: Die Kathete« und der anliegende 
Winkel B. Die zweite Formel in Nr. 6. giebt die andere 
Kathete mittelst der Gleichung 

10) tnnb = sin a tan B ; 

die Hypotenuse folgt aus Nr. 9. 


11 ) 


tan c 


tan II 
cosD’ 
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und der übrige Winkel nach Nr. 3. 

12) cosA = eosasinB. 


IV. Gegeben: Die Kathete b und der Gegen- 
winkel B. Die andere Kathete findet sich durch Umstellung 
der Formel io., nämlich 

13) sina = t^nhcotB, 

die HjT)otenuse durch Transformation von Nr. 2., nämlich 

^ . sinb 

14) stnc = . 

’ sinB 

und der übrige Winkel aus Nr. 3. 


15) 


, cosli 

smA = — r. 

cosb 


Die drei aufgestellten Formeln sind übrigens zweideutig, 
weil die Winkel a, c und B ebensowohl spitz als stumpf sein 
können (vergl. § 8). 


V. Gegeben: Die Hypotenuse c und der Winkel 
B. Die anliegende Kathete bestimmt sich durch Umsetzung 
der Formel 9., nämlich 

16) tana = tan c cos B; 

die gegenüberliegende Kathete folgt aus Nr. 2. oder Nr. 14. 

17) sinh = sincsinB; 

der noch übrige Winkel ergiebt sich dadurch, dass man erst die 
Gleichung 12. durch die Gleichung 15. dividirt und in der ent- 
stehenden Formel 

colA = cos a cosb tan B 

von der Gleichung 1. Gebrauch macht; es wird so 

18) cotA = cos c tan B. 

VI. Gegeben: Die beiden Winkel A und B. Aus 
den in 3. verzeichneten Gleichungen erhält man für die Katheten 

cosA 1 X cosB 

19) cosa — . und cosb = . - 

' mnB sinA 

endlich kann die Hypotenuse mittelst der Formel 

20) cosc = cot A cot B 

berechnet werden, welche dadurch entsteht, dass man die obigen 
Werthe von cosa und cosb in die Gleichung 1. substituirt. 
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§ 45. 

Fundamentalformeln für das schiefwinklige 
Dreieck. 

Von der einen Winkelspitze C des sphärischen Dreiecks 
ABC fällen wir eine Senkrechte CD auf die Gegenseite AB 
und zerlegen dadurch das schiefwinklige Dreieck in die Summe 
oder Differenz zweier rechtwinkligen Dreiecke, je nachdem der 
Fusspunkt jenes Perpendikels auf AB selbst oder auf die Ver- 
längerung von AB zu liegen kommt. In jedem Falle setzen 

Fig. 128. 



wir die sphärischen Seiten AD = «, BD = v, CD = w 
und die Winkel ACD — U, BCD = V; bei der ersten Lage 
der Senkrechten CD ist dann c = u -\-v , C — -j- F, bei 

der zweiten c = u — v, C — U — V. 


I. Wenden wir den zweiten der im vorigen Paragraphen 
entwickelten Hauptsätze auf jedes der rechtwinkligen Dreiecke 
ACD und BCD au, so erhalten wir 


. «n w ■ -T) 
smA = r , , smB 
mnb 


sin w 
sin « ’ 


und durch Vergleichung der hieraus folgenden Werthe von sinw 
sin h sin A = sin a sin B ; 

diese Gleichung bleibt für beide Lagen des Perpendikels CD 
dieselbe, weil die Winkel ABC und DBC in jedem Falle 
gleiche Sinus besitzen. Der obigen Gleichung entsprechen zwei 
ähnliche Beziehungen, welche dadurch entstehen, dass man von 
B und A Senkrechte auf die Gegenseiten herablasst; zusammen 
Lat man also die drei Gleichungen 
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1 ) 


sinh sinA = sin a sin B 
sin a sin C = sine sinA 
sine sinB = sinh sinC, 


welche sich zu der Proportion 


sina : sinh : sine = smA : sinB : sin C 


zusammenziehen lassen und den Satz liefern: In jedem sphä- 
rischen Dreiecke verhalten sich die Sinus der Seiten 
wie die Sinus ihrer Gegenwinkel. 


II. Durch Anwendung des, dritten im vorigen Paragraphen 

entwickelten Hauptsatzes gelangt man zu den Gleichungen 

eosU = eosusinA, cos V — cos v sinB, 

welche durch Substitution der Werthe 

. 4 sinw . 7^ sinw 

sinA = , SinB = 

8 inb 8 ina 

die folgende Form annehraen: 

7r COSU»iniO tr cosvsivv' 

cosL — — . , , cosV — — . 

smb mia 

Das Product derselben ist 


cos U cos V = 


cosu COSV mn^w 
sin a sin h 


schreibt man dafür 


cos U COSV (1 — cos‘ to) _ 
sina »in b ’ 


cos U COS V = 


cosu COSV — COS V cosw . cosu costo 
sinn sinb 


so kann nach Nr. 1. des vorigen Paragraphen cosv costo — cosa 
und cosu costo = cosh gesetzt werden ; mau hat dann einfacher 


cos U cos V = 


cosu cosv — cosa cosh 
sin a sin h 


Für das Product sin U sin V findet sich, indem man von 
den Gleichungen 


sin U = 


Binu • ^r 9tnv 
. , , sin V = r — 

stno sina 


ausgeht, die entsprechende Formel 


sin U sin V 


si nu ftinv 
sin a sin b ' 


üm nun zu einer Gleichung zwischen den drei Seiten 
a, h, c und dem Winkel C zu gelangen, bedarf es nur der Be- 
merkung , dass C = U ± V und c = ?< ± v ist , wo die 
oberen Zeichen der ersten, die unteren der zweiten Lage von 
CD entsprechen; mittelst der Formel 
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cos a cos ß q: sin a sin ß = cos {a ± ß) 
erhält man nämlich durch Addition von cos U cos V 
sin U sin V 


cos (ü ± V) = 


cos (u, ^ v) — cosa cosb 
sin a sin b 


und 


und für U±V= C, u ZL V = h die gesuchte Gleichung, 
der sich noch zwei ähnliche Beziehungen zur Seite stellen lassen ; 
zusammen ist also 


2 ) 


cosC — 

COSC — cosa cosb 

sinasinb ' 

cosB = 

cosb — cosa COSC 

sin a sine ’ 

cosA — 

cosa — cosb COSC 

sinb sine 


in. Aus den bereits in Nr. II. erwähnten Gleichungen 
cosU = cosusinA, cosV = cosvsinB 
Fig. 128. 



leiten wir 


die folgenden ab: 


COSM = 


cos U 
sin A ’ 


COSV 


MsV . 
sinS’ 


dmch Multiplication derselben wird 


COSU COS V 


cos U cos V 
sinA sin B ‘ 


Zufolge der Proportionalität der Sinus der Seiten und der Winkel 
ergiebt sich ferner 

sinA : sin U = sinw : sinu. 


oder 


sinu 


sin V sin lo 
sin A 


und entsprechend sinv — 


sin V sinw ^ 
sinB ’ 


das Product beider Gleichungen ist 

, • • sin U sin V sin^ w sin U sin V ( 1 — cos'^w) 

smusinv = — = •— j- -■ 

stn A sm B sinA stn B 
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Giebt man dieser Beziehung eine etwas andere Form, 
man schreibt 

sinV sin V — eosw sin U .cos to sin V 


indem 


sinu smv = 


sin A sin 7? ’ 

SO können die Producte sinUcosio und sin V cos w durch die 
Winkel Ä und B ausgedrückt werden, wobei aber die Fälle zu 
unterscheiden sind, ob CB zwischen Ä und B zu liegen kommt 
oder nicht. Bei der ersten Lage hat man vermöge des dritten 
Satzes in § 44 

cos w sin U = cosA, costvsinV = cosB, 
bei der zweiten Lage dagegen 

coswsinU = cosA, cosw sin V= cos (180 — B) = — cosB, 
also, wenn beide Fälle durch das Zeichen ± zusammengefasst 
werden, 

sinUsinV+eosÄcosJl 

smusmv = y . . 

suiB 

Bei der ersten Ls^e von CD ist m -f: = c, U V — C, 
mithin durch Subtraction der für cos u cos v und sinu sin v ge- 
fundenen Ausdrücke, wobei im letzteren das obere Zeichen zu 
nehmen ist, 

, I , icosU + F) + cosA cosB 

COS(«-f V) = ^ T . 

' Sin A Sin B 

d. h. 

cosC 4- cosA cosB 

cosc — ; 

sin A sin B 

bei der zweiten Lage von CD ist m — v = e, U — V = C, 
mithin durch Addition 

cos {U — F) + cosA eosB 


cos (u — v) 


si nA sinB 


oder 


cosc = 


cosO + cosA cosB 
sin A sin B 

Man erhält in beiden Fällen dieselbe Formel; 
noch zwei andere ähnlich gebildete zur Seite 
hat somit 

cos C cos A cos B 


dieser lassen sich 
stellen und man 


3) 


cosc = 


sinA sinB 

, cos B + cos A cosC 

COSO = . . -r 

Sin A sin C 

cosA -(- cosB cosC 


cosa = 


sin B sin C 


Digilized by Google 



— 174 


Zu denselben Formeln gelangt man kürzer dadurch, dass 
TTian die in Nr. 2. verzeichneten Gleichungen auf das Polar- 
dreieck anwendet ; nennen wir «i , 6i , Ci , Äi, Bi, Ci die Seiten 
und Winkel des letzteren, so ist für dieses wie für das ursprüng- 
liche Dreieck 

cose, — cosa, cosb, 

cos Ci == . ' ‘ , 

mn o, sm o, 

mithin nach Substitution der Werthe Ci = 180® — c, = 
180® — A h = 180® — B, Ci = 180®— C 


— cosc 


— • cos C — cos A cos B 
sin A sin B 


was mit der ersten Formel in Nr. 3. übereinstimmt. 


IV. Schliesslich wollen wir aus den bisherigen Gleichungen 
noch Relationen zwischen vier solchen Bestandtheilen des sphä- 
rischen Dreiecks ableiten, die unmittelbar auf einander folgen, 
wie z. B. A, b, C, a. Nach der dritten und ersten Formel in 
Nr. 2. ist 

cos a — cosb cos c — sin b sin c cos A, 
cosc — cosa cosb = sin a sin b cos C; 
multiplicirt man die zweite dieser Gleichungen mit cosb und 
addirt das Product zur ersten, so hebt sich cos b cos c und es bleibt 


cos a ( 1 — cos* 6) = sin b sine cos A sin a sinb cosb cos G, 

wobei 1 — cos* b durch stw* b ersetzt werden kann. Nach beider- 
seitiger Division mit sinasinb ergiebt sich 

coia sinb = - cosA -4- cosb cos C 

sma ' 

und wenn man statt den gleichgeltenden Bruch ein- 
stna ° ° sinA 

führt, so gelangt man zu der gesuchten Formel, welcher noch 

zwei ähnlich gebildete Gleichungen zur Seite gestellt werden 

können, nämlich 

cota sin b = cot A sin C 4- cosb cos C, 

4) ■ cot c sin a = cot C sin B 4- cosa cos B, 

cot b sm c = cot B sin A4- cosc cos A. 

Auf die Polarecke angewendet, giebt die erste Gleichung 
cot (180® — Ä) sin (180® — B) = cot (180® — a) sin (180® — c) 

+ cos(180® — .B)cos(l80® — c) 

oder 

— cot A sin B = — cota sin c cos B cos c, 
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und bei anderer Anordnung 

cota sine = cotA sinB + cosc cosB, 

5) cotc sinh = cot C sin Ä + cosh cosA, 

cot b sin a = cot B sin C cos a cos C. 

Der Sache nach sind diese Gleichungen nicht wesentlich ver- 
schieden von den vorigen; sie entsprechen nur dem Falle, wo 
die Seiten und Winkel des Dreiecks in entgegengesetzter Rich- 
tung durchlaufen werden. 


§ 46. 

Dreiecksberechnung aus den drei Seiten. 

Die Formeln 2. des vorigen Paragraphen enthalten bereits 
die Lösung der Aufgabe, aus den drei Seiten eines sphärischen 
Dreiecks die Winkel desselben zu finden, jedoch sind jene For- 
meln für die logarithmische Berechnung nicht bequem und be- 
dürfen deswegen einer weiteren Bearbeitung. 

Addirt man beide Seiten der Gleichung 
cosA = 
zur Einheit, so ergiebt sich 

^ , . Rtnb ftinc 4 - cosa — cosbeose cos a — cos (b 4 - c) 

\-\-COSA = ■ r - • = ^ ^ 

' min Sine stnbstnc 

und unter Anwendung bekannter goniometrischer Formeln (Nr. 7. 

auf S. 188 und Nr. 18. auf S. 189 des ersten Theils) 


cosa — cosb cosc 
sinb sine 


2 COS* ^.4 = 


2sin{{a 4-h 4- o)sin4(b 4- c — a) 


sin b sin c 

Setzen wir zur Abkürzung die halbe Summe der Seiten = s, 
also rt -(- 6 -f- c = 2s und 6-)-c — a = 2s — 2a = 2 (s — a)y 
so folgt aus der vorigen Gleichung die nachstehende 

M = l/‘ 


J) 


COSJ 


/ sin s sin (s — a) 
sin b sin c 

und entsprechend für die übrigen Winkel 


cos i B = - ö), cos 1 C = . 

‘ ' sinnstnc ^ ” sma smb 

Wir subtrahiien ferner beide Seiten der Gleichung 


cosA = - 


cosa — cosb cosc 


sin b sin c 

von der Einheit und erhalten dadurch 
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. finb sine ~ cosa + cosO cosc cos (b — c) — cosa 
COsA = -r-r-v— * = . .1. . 


sin b sin c 


sinb sine 


oder 


2smU^ = (« — + c) »i» H« + fc — c) 

* sinb sine 


nach Einfiihrung der Werthe a — 6-j-c = 2s — 26 = 2 (s — 6) 
und a -f 6 — c = 2 (s — c) wird hieraus 




siniA = 

^ ' sinb st ne 


und dazu gehören die enteprechenden zur Berechnung von B 
und C dienenden Formeln 


sin { B 


^sin(s 


— a) sin (s — c) 


• . n I /sin (s — a) sin (s 

smiC = u--' - i- 
^ ' stnasinb 


■b) 


Durch Division mit cos ^ ^ in sin | A ergieht sich weiter 
3) tan^A= ^^»(ß^^Wsinis- e) 

' A y mnfi üinls — 


und analog 


sins sin{s — n) 

tan^B = 


taniC= 

^ ' sin s sin {s — c) 

Mittelst der goniometrischen Formel sinA = 2sin,}Acos^A 
gelangt man noch zu den Ergebnissen 

( sinA 2/smssi'n(s — a)ym(s — b)sin(s — c) 

■ sinb sine ‘ ’ 


4) 


,• j, 2 / sins sin(s — a) sin(s — b) sin(s — c) 

sin a sin c 

2 / sins sin(s — «) sin (s — b) sin (s — c) 

— — — ; • 


sina sinb 

Wollte man die Formel 4. direct aus dem für cosA gege- 
benen Ausdrucke ableiten, so würde man von der Gleichung 
sin^A = 1 — cos^A Gebrauch machen müssen, und erhielte 

- 9 A sin‘bsin*c — (cosa — cosb cos cf 

Stn^A — 

sin b sin c 

oder durch Auflösung der Quadrate und indem man sinh und 
sine durch cosh und cosc ausdrückt, 

A t — cos^a — cos'‘b^cos‘c-[-2cosacosb cosc 

i>l7l Jt — . 

ffm*c 
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In der vorigen Form ist der Zähler das Product der beiden 
Factoren 

sinh sine + {cosa — cosbcosc)=cosa — cos{b-\-c) 

— 2s?m J + — o ) 

und 

sinhsinc — {cosa — cosbeose) — cos{b — c) — cosa 

= 2 sin^{a — I» + c)S'm^(rt-J-^ — c) 
und mithin ist durch Zusammenstellung beider Formen des 
Zählers 


5 ) 


1 — cos^a — cos^b — cos*c + 2 cosa cosbeose 
= 4 sin I (a + b + c) sin ^ ( — a -\-b -\~c) 

. sin J (a — b + c) sin ^ (a -j- b — c). 


Mittelst dieser Transformation ist aus dem für sin^A an- 
gegebenen Ausdrucke die Formel 4. sehr leicht ^herzuleiten ; 
diese doppelte Entwickelung hat aber den Vortheil, dass man 
die Gleichung 5. kennen lernt, welche sich si^äter als nützlich 
erweisen wird. 


§ 47. 

Dreiecksberechnung aus den drei Winkeln. 

Die Formeln 3. des § 45 enthalten bereits die Ableitung 
der Seiten aus den Winkeln, bedürfen aber zum Zwecke der 
logarithmischen Rechnung einer Bearbeitung, die der im vorigen 
Paragraphen durchgeführten völlig analog ist. Man erhält 
nämlich 

^ , sin B sinC + cos A + cos B cos C cos Ä -l- cos [B — (7). 

1 4- cos a = = ^ «— >. — ■ 

' sin B sin C sinBstnC 

oder 

2cosHa = ‘ico8 ii(A — B + C )cos\(A-\-B — C)_ 

^ sin B sin C ’ 

für A B C = 2S ergiebt sich hieraus die Formel 

, , „ \/ cos (S — B) cos [S—Cj 

l •Ä’ (X — y _ - — — -- • 


1 ) 


cos - 


sin B sin C 


die analogen Formeln hierzu sind 


cos ^ b 


cos c 




cos {S — A) cos (S — Ö) 
sin A sin C ’ 

|/ cos \S — Ä) cos (S — By 

' sin A sin B 


SchldmUch, Geometrie U. 3. A.aft. 


12 
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Aus dem Werthe von cosa folgt ferner 

sin B sin C — cosA — cosBcosC 
1 — cosa= 

oder 


sinB sinC 


cosA + cos{B + C) 
sin ß sin C ' 


2 sin* = 


2 cos ha + A + C) cQg 1 ( J + C— A) 
sin B sin C 


und durch Einführung der halben Winkelsumme S 
hierzu gehören die analeren Formeln 


smi 


■B) 


t/ — cosSco8~(S — (7) 

' sin A sin B 


. . . _ , sinAc 

sinAstnC ‘ 

Ferner erhält man durch Division Ausdrücke für die Tangenten 

der halben Winkel, nämlich 

. , 1 / — cos S cos (S ~ A) 

tan\a = y u. s. w. 


3 ) 


cos {S — B) cos {S — C) 
und durch Anwendung der Formel sin A = i sin ^ Ä cos A 

4) sinA = 


■cosScosi,S- 


■A)cos{S — B)cos(S—C) ^ g 


w. 


sin B sin C 

Die in den Gleichungen 2., 3. und 4. unter dem Wurzel- 
zeichen vorkommeuden negativen Vorzeichen bedürfen noch einer 
Erläuterung. Nach § 7 beträgt die Winkelsumme A A- B C 
mehr als zwei und weniger als sechs rechte Winkel, mithin 
liegt ^(A-\-B-^C) = S zwischen 90® und 270®, folglich 
ist cos S jederzeit negativ ; ferner beträgt jeder der Ausdrücke 
B + C—A = 2{S~A), A+C—B = 2{S — By, 
A-\-B — C = 2 {S — C) weniger als 180®, also jede der 
Differenzen S — A, S — B, S — C weniger als 90®, und es 
sind folglich die Cosinus dieser Werthe immer positiv. Dem- 
nach enthalten die Formeln 2., 3. und 4. unter dem Wurzel- 
zeichen einen einzigen negativen Factor {cos S) , wodurch das 
vorhandene Minuszeichen jederzeit aufgehoben wird. 


§ 48 . 

Die Gauss’schen und Neper’schen Gleichungen. 

Die Formeln der beiden vorigen Paragraphen lassen sich 
auf die Weise mit einander verbinden, dass Gleichungen zwischen 
allen sechs Bestandtheilen eines sphärischen Dreiecks zum Vor- 
schein kommen. Von der Formel 
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cos W- -®) = cos^Acos £ — sin ^ A sin ^ B 
ausgehend , erhält man durch Substitution der für cos { A, 
eos^B, sin {■ A , sin | B angegebenen Werthe 


, , , . r>N |/siM»»!n(s — a) l/sinssin(s — 6) 

COS 1(A -i- B) = \ r-^-. • V - . - 

‘ ' stnosinc stnasmc 


_ \/?t 


sin (s — 6 ) sin (s — c) 


sin b sin c 
■ sin (s — c) 


I / sin (s — 

* ' oj’l 


a) sin (« — c) 


sina sinb 




sin (s — a) sin (s — b) 


’’ sina sinb 

d. h., wenn man sins — sin{s — c) in ein Product zusammen- 
zieht und beachtet, dass die Wurzelgrösse = sin ^ C ist, 

t / ä I ^ sin 1 c cos (s A c) . • > 

COS i(A -i~B) = — s- V,— sin A C, 

2 sin i c cos i c ^ 

oder nach Hebung von 2 sin ^ c und unter Rücksicht auf die 
Bedeutung von s 

1) cos i (A -h B) ^ i 

Geht man von der bekannten Formel für cos ^{A — B) aus, so 
ergiebt sich durch eine sehr ähnliche Rechnung 

2) cos i(A — B) = sin i C. 

Wir substituiren ferner in die goniometrische Gleichung 
sin ^{A-{- B) = sin Acos^ B cos A sin ^ B 
die in § 46 entwickelten Werthe von sin ^ A, cos | B, cos J A, 
sin ^ B und erhalten 


sin 


,/ j I 1 / (* — ö) sin (s — c) I / sin s sin (s — b) 

^ ' ' J ~~ r fl gin g • V 


I j / sin 8 sin (s — a) I / sin (s — a) st» (s — c) 
~ ' sinb sine ‘ ' 


sma sine 


stn (s ft) ~h stn (s a) i/ g gi^ ^g — gj 

81» c I' gin d gifi h 


und bei weiterer Zusammenziehung 


sm ii^ + S) = cos i C 

Ji 2 C cos ^ C 


— je cos i(a — b) , ^ 

O L>4*i _L /» r*no _L /» ~2 1 


2 sin cos 


oder endlich 
3) sin 




12 * 
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Von der bekannten Formel für sin \{A — 2?) ausgehend , findet 
man durch eine völlig analoge Rechnung 


4) 


sin I (A 


' SW i c 


stellt mau gewöhnlich in 


5) 


Die erhaltenen vier Beziehungen 
folgender Gestalt zusammen: 

cos i (A A- cos i c = cos iia-j-b) sin J C, 

sin i {A B) cos c = cos | (a — b) cos ^ C, 

cos i {A — B) sin ^c = sin J {a + b) sin { C, 

sm ^{A — B) sin^c = sin\ {a — b) cos ^ C; 

sie heissen die Gauss’ sehen Gleichungen. 

Aus diesen lassen sich wiederum Relationen zwischen fünf 
Bestandtheilen eines sphärischen Dreiecks herleiten, indem man 
entweder c oder C herausschafft. Dividirt man nämlich mit 
der ersten Gleichung in die zweite und mit der dritten in die 
vierte, so bekommt man 


6 ) 


tan ^{A B) = cot J C, 

' ' ’ cos i (“ + ^) 


tan ^(A — B) = 


sin i(a — b) 




dividirt man dagegen mit der ernten Gleichung in die dritte 
und mit der zweiten in die vierte, wobei man die rechten Sei- 
ten zuerst hinsebreibt, so wird 


7) 


tan |(a -f- 6) 
tan J (a — b) 


cos i(A — B) 
cos i ( A + B) 
sin i (.il — B) 
sin 4 (4 -f B) 


tan i c. 
tan I c ; 


dies sind die sogenannten Ne per’ sehen Analogieen. 


§ 49. 

Dreiecksberechnung aus zwei Seiten und dem 
zwischenliegenden Winkel. 

Sind a, b und C die gegebenen Bestandtheile , so kann 
man zunächst die beiden übrigen Winkel A und B mittelst 
der in § 45 unter Nr. 4. und 5. entwickelten Formeln be- 
rechnen; die erste der Gleichungen 4. und die letzte der 
Gleichungen 5. geben nämlich 

■1 

I 
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coiA = 


cot Ti = 


cot a sin b — cos b cos ü 
sin C ' 

cotb sin a — cos a cos C 
sin V 


cot C, 


cot C'; 


Nachher leitet man die dritte Seite c aus den drei Winkeln ab. 
Dieses Verfahren ist aber für die ununterbrochene logarithniische 
Rechnung nicht selir bequem, und daher zeigen wir noch einen 
anderen Weg. 

Mittelst der beiden Neper’schen Gleichungen 

tan I {A + B) = J cot J- C, 

tan J (A-B) = J cot i 6'; 

berechnet man zuerst die Iialbe Summe und die halbe Differenz 
der unbekannten Winkel A und B, woraus A und B selbst 
mittelst der identischen Gleichungen 

\A = + 

{B = iAÄ + B)--^(A-B) 
folgen. Die noch übrige Seite c kann nun aus einer der Glei- 
chungen 7. des vorigen Paragraplien abgeleitet werden, indem 
man diesen die Formen 

[ tan J c — 1 (« + &) 1 

I ' co.fi (yl — 2.') * 

I tan } c = tan\ (« — b) 

I ^ .firei (.1 — Ji) ' 

ertheilt, in denen rechter Hand nur bekannte Grössen Vorkommen. 

Noch etwas bequemer ist die Anwendung der aus den Gauss’schen 

Gleichungen entspringenden Formeln 

... I ^ cosi(A-i-B) • sini(A + Ji) * ’ 

sinic = +;; stniC= cosi C, 

weil man hier die schon in Nr. 1. gebrauchten Werthe der 
Cosinus und Sinus von { (a ± />) wiederum benutzen kann. 

Auch seihst in dem Falle, wo man die dritte Seite allein 
berechnen will, bleibt das angegebene Verfahren das kürzeste, 
weil man hier nur einen der beiden Winkel ^{A-\- B) und 
i{A — B) aufzusuchen braucht, welcher dann die Stelle eines 
Hilfswinkels vertritt; bezeichnet man zur Abkürzung \{A-\~B) 


— ‘V 


Digitized by Google 



183 


mit (P, so geschieht die Berechnung von c entweder mittelst 
der Gleichungen 

5) tan <D — cot iC, cos ic == cos i C, 

oder durch die entsprechenden für — B) = ^ geltenden 
Formeln 

6) tan ^ cot | C, sin ^c = cos | C. 

’ Mni(a+6) 2 ' * stn * 


§ 50. 

Dreiecksberechnung aus zwei Winkeln und 
der zwischenliegenden Seite. 

Sind A, B, c die gegebenen Bestandtheile, so dienen die 
beiden Neper’schen Gleichungen 


1 ) 


<anHa + J) ^ 


tan } (a - 


■h) = 


sini{Ä — B) 


tanXc 


zur Berechnung der halben Summe und der halben Differenz 
der unbekannten Seiten a und b, woraus a und b selbst mittelst 
der identischen Gleichungen 


2 ) 


I a — ^ ^ (a — 

\b == Ha + b) 


folgen. Den dritten Winkel 
Neper’schen Analogieen 


C 


i (a — b) 
kann mau entweder aus den 


3) 


“■“»0= + 


oder aus den Gauss’schen Gleichungen 
cosj(.4 + B) 


4) 


sin ^ C 


cos 4 (d + 6) 


cosic = --.--V 

* . 014 ) 1 i 


cos{(A — B) 


cosiC = + 

COSfO — 


cos ^ 




sin 4 (® + 5) 
sin 4 (.4 — B) 


sin 4 c, 


sin \c 


sin 4 (a — b) 

herleiten, wobei das 'Letztere meistens bequemer ist. 

Will man den dritten Winkel allein berechnen, so braucht 
man nur eine der Grössen 4 und 4 (« — aufzusuchen, 

welche dann als Hilfswinkel dient; für 4 (f* + ^) — hät man 
auf diese Weise 
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5) tantf = X p! sin^C = 

' ^ eos-^{^ + B) * ^ 

and fttr |(a — V) = W 

6) tan ip — cosPC = 

’ ^ s^n^{A + ^) ‘ ’ * 


sxn (f ‘ 


smi(X — B) , 

- sinlc. 

stnxp ‘ 


§ 51. 

Dreiecksberechiiung aus zwei Seiten und 
einem Gegenwinkel. 


b und Ä gegeben sind, so enthält die Funda- 


Wenn a, 
mentalformel 

^sin h sin c cos A = cos a — cos h cos c 
nur die eine Unbekannte c, welche sich unter Anderem dadurch 
entwickeln lässt, dass man sine und cosc durch tan^c aus- 
drückt; man hat nämlich 

sine — 2sin^ecosic »<- 1 

cosc = 2cos*|c — 1 = 2 


2 tan^c cos* ^ c = 2 tan ^ c 


l-|-<an*ic ’ 


1 




1 — t an* 
i + tan^ic' 


1 + tan-{c 

nach Substitution dieser Werthe wird die obige Beziehung zu 
der quadratischen Gleichung 

(cosa + cosb) tan^^c — 2sinbcosÄ tan\c — cosh — cosa 
und hieraus ergiebt sich 


1 ) 


tan^c = 


Hnb cosA + sin^a — sin^b sin‘‘A 


cos a + cosb 

Diese Formel eignet sich zwar zur logarithmischen Rech- 
nung nicht, sie zeigt aber, unter welchen Umständen die Drei- 
ecksbestimmung zweideutig, eindeutig oder unmöglich ist. Der 
letzte Fall tritt ein, wenn sinbsinA mehr als sina beträgt, 
es muss also sin b sin A entweder ebenso viel oder weniger als 
sin a ausmachen. Findet das Erste statt, so vei-schwindet die 
Wurzelgrösse und damit die Zweideutigkeit, welche durch das 
doppelte Vorzeichen desselben herbeigeführt wurde. Für sinb 
sin A < sin a ist im Allgemeinen das Dreieck zweideutig, je- 
doch hört diese Doppelsinnigkeit über eine gewisse Gränze hinaus 
wiederauf; wegen c <180*, also |c<90*, muss nämlich | c 
notbwendig positiv sein und es kann daher das negative Vor- 
zeichen der Wurzel nur dann benutzt werden, wenn 
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^sin^a — si)i.^bsin'‘A<^ sinh cos A, d. h. sinadsinb 
ist; die erwähnte Zweideutigkeit besteht daher nur so lange, 
als die Bedingungen sinh sin A <C.sina <C,siub zusammen er- 
füllt sind; sie verschwindet, wenn sina ^sinb (also von selbst 
> sinb sinA) wird. Bei umgekehrter Anordnung lautet das 
Ergebniss: es ist 

c eindeutig für sin a > sin b, 

c zweideutig für .sma << sinb und zugleich sina > sinb sin A, 
c eindeutig für sina = sinb sin A, 
c unmöglich für sina <C sinb sin A. 

Für die praktische Berechnung ist es am vortheilhaftesten, 
zuemt den Winkel B zu suchen und nachher c und C zu be- 
stimmen; vermöge der Proportion sina: sinb = sin A: sin B 
ergiebt sich zunächst 

2) sinB — — ^smA, 

' «f« n 


nachher aus den Neper’schen Analogieen 


3 ) 


4 ) 


tan\c = 

^ cos^{A — B) ' ' ’ 


cos i {« — b) 

sm4(rt + ö) 

sinl(a — b) 


tan i (A — B). 


Da in Nr. 2. B durch seinen Sinus bestimmt ist, so kann 
B ebensowohl spitz als stumpf sein ; für sin a sin b entscheidet 
sich die Sache durch die Bemerkung, dass der grösseren Seite 
der grössere Winkel gegenflberliegen muss ; für sin a <; sin b 
bleibt die Zweideutigkeit so lange, als nicht sina^sinbsinA ist. 


Dreiecksbestim muug aus zwei Winkeln und 
einer Gegenseite. 

Aus den gegebenen Bestandtheilen A, B und a findet man 
C, wenn man in der Gleichung 

cosa sin B sin C = cosA cosB cos C 
sin C und cos C durch cot ü ausdrückt ; die Substitution der 
Werthe 
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. ^ 2 cot .V C 

^ ~ co<HC*'+ 1’ 


cos C = 
die obige Relation 


verwandelt nämlich 
Gleichung, deren Auflösung giebt 


cot^ \C — 1 
cöt'‘ fc + l 

in eine quadratische 


1 ) 


coi w G — 


cosa Hin sin^ A — sM‘ a siii^ £ 

cosA -|- cosJi 


Die Discussion dieser Formel ist der im vorigen Paragraphen 
mitgetheilten Erörterung so ähnlich, dixss die Angabe des End- 
resultates genügen wird; man findet 
C eindeutig für sin Ä ^ sin B, 

C zweideutig für sinA<isinB und zugleich sinA'^sina sinB, 
C eindeutig für sm.4 = sinasinB, 

C unmöglich für sin A<^ sinasinB. 

Für die praktische Berechnung empfiehlt sich folgendes 
Verfahren; aus der Proportion sin A: sin B = sinaisinb leitet 
mau zunächst 

• , sinB ■ 

ox sinb — , sma 

sm A 

ab und benutzt nachher die Neper’ sehen Analogieen zur Be- 
stimmung der übrigen Stücke, nämlich 


3) 


cot ^ C = 


tan c = 


+ ton > (« + «') 


tan ^ (« — b). 


CO.S- i (A — B) 
mii{A+_B) 

Hin J (A — B) 

Die in Nr. 2. envähnte Formel bestimmt die Seite b nicht 
unzweideutig ; ist nun sin A > sin B , so muss b so gewählt 
werden, dass dem grösseren der Winkel A und B die grössere 
Seite gegenüber liegt; für sinAc^sinB bleibt die Zweideutig- 
keit so lange, als nicht sin A^ sin a sin B ist. 


§ 53. 

Inhaltsbestimmung des sphärischen Dreiecks. 

Nach § 43, I. kann der Flächeninhalt eines sphärischen 
Dreiecks aus den drei Winkeln desselben mittelst der Formel 
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1 ) 


A = ?r 


^ + -B + C — 180" 
180 " 


r* 


abgeleitet werden ; es kommt also nar darauf an, den sphärischen 
Excess 


2) E = A-\- B C—19,0’> 

zu ermitteln. Dies ist zwar in dem Falle bald geschehen, wo 
die Winkel A, B, C unmittelbar gegeben sind, würde aber eine 
etwas umständliche Rechnung verursachen, wenn das Dreieck 
aus anderen Stücken bestimmt wäre, folglich die Winkel erst 
einzeln aufgesucht werden müssten; wir entwickeln daher noch 
diejenigen Formeln, welche zur directen Berechnung des Excesses 
dienen, sobald das Dreieck unzweideutig bestimmt ist. 

Aus der Gleichung 2. folgt \ E = \{A-\-B G) — 90®, 
mithin 

sin I £ =s — cos |(A + i? -f- = — cos (A + .B) -j- i G] 

= — cos ^ (A 4- -B) cosi C sin ^ (A + -B) «»»» C, 
und durch Anwendung der Gauss’ scheu Gleichungen (§ 48, 5.) 

sin iE = — sin i C.cosiC+ - cos iC.siniC 

= sin i C cos i G; 

cos ic ‘ ’ 

im Zähler lässt sich die Differenz der beiden Cosinus in das 
doppelte Product zweier Sinus verwandeln und nachher die For- 
mel 2 sin i C cos \C == sin C benutzen ; dies giebt 

. , TT, siniasinirb ■ 

3) Sin i E = — ^ -j — — Sin C. 

* CO« i c 

Eine ähnliche Rechnung, bei der man von cos i E ausgeht, 
liefert das Seitenstück zur vorstehenden Formel ; man hat nämlich 
cos iE = sin i{A-{- B C) = sin (A -j- .B) ^ GJ 

= sin ^ (A -f- -B) cos ^ G -f- cos ^ (A -f- B) sin | G 
und durch Anwendung der Gauss’ sehen Gleichungen 

cosiE = ^^-~^^cosi C.cosi G-f- + siniC.siniC 

• ‘ cosic ' * ' cos%c * 

cos i (a — b) cos’ i C -f cos i (n + b) sin’ 4 C 

cos 4 c 

Entwickelt man im Zähler cosi(a — 6) und cos|(a-l-b), so 
lassen sich die entstehenden Glieder dadurch zusammenziehen, 
dass man von den Formeln 

cos* i C -i~ sin* i C = 1 und cos* i C — sin* i C = cos C 
Gebrauch macht; das Resultat dieser leichten Reduction ist 
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• > , -r, COS i a COS ib + Sin ia Sin ib cosC 

4) COS i L = ■ ' — — , — — — . 

^ cos^c 

Jede der Grundformeln 3. und 4. enthält auf der rechten 
Seite vier Bestandtheile {a, i, c, C) des sphärischen Dreiecks, 
von denen sich mittelst der übrigen sphärisch -trigonometrischen 
Relationen eine herausschaffen lässt, in jedem Falle bleibt eine 
Gleichung übrig, in welcher der Excess durch drei Bestimmungs- 
stücke ausgedrückt ist. Die hauptsächlichsten Entwickelungen 
dieser Art sind folgende. 


I. Wenn E aus den drei Seiten o, b, c berechnet werden 
soll, ist C zu eliminiren, und es kann dies auf verschiedene 
Weise geschehen, indem man entweder die Gleichungen 3. und 
4. unter einander oder mit einer der Formeln des § 46 ver- 
bindet. 


Um das Erste vorzunehmen, schreiben wir die Gleichungen 
3. und 4. in nacLstehender Weise 

cos ^ c sin ^E= sin^a sin ^ b sin C 
cos I c cos \E — cos cos ib = sin j-a sin ^ b cos C, 
quadriren und addiren sie; es ergiebt sich 

{cos {c sin { Ef -f- {cos ^ccos^E — cos {a cos J by 
= sj'n* ^ a sin* | b. 

Löst man linker Hand die Quadrate auf und benutzt die Formeln 
sin* i E cos* ^ E = 1, cos*\a = 1 — sin*ia, 
cos* ^b = 1 — sin* | b , 

so kann die übrig bleibende Gleichung leicht auf cos iE redu- 
cirt werden; das Ergebniss ist 


-V , COS* irO 4- COS* ib4- CO^ ic — 1 

o) cos iE — — ^ f . 

* i cos ia cos ib cos ^c 

Eine für logarithmische Rechnung bequemere Formel findet sich 
dadurch, dass man den in § 46 angegebenen Werth von sinC 
in die Gleichung 3. substituirt ; es wird 

__ y / sins sin (s — a) sin (s — b) sin {« — c) 


6) sin iE 
Aus den Formeln 


2cos \a cos ib cos ic 

5. und 6. lassen sich die Werthe von 


tan iE und cot iE ableiten, doch sind dieselben nicht bequem ; 
wir suchen daher tan iE zu entwickeln, indem wir von der 
Gleichung ^ 
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. , 1 — cos« , , , 1 — COSiÄ 

tan i u — . , also tan iJi, = — ; , 

‘ sm u * Ktn \j!j 

ausgehen. Vermine der für cos^E und sinl^E angegebenen 

Werthe wird zunächst 

1 — COS" I O — cos'^ i t — COS'“ i C + 2 cos 4 « cos i & cos i c 
^ ; 
auf den Zähler dieses Ausdrucks kann die in § 46 unter Nr. 5. 
entwickelte Formel angewendet werden, wenn man ^a, !^b, 
statt der dort vorkommenden Grössen a, b, c setzt; der Zähler 
ist dann 

4sm J (a-j-i»-|-c)sm I (— a + i» + c)sin ,[ (« l («+b - -c) 

= 4sm^s sin ^ (s — a) sin ^ (s — b) sin | (s — c). 

Substituirt man diesen Werth und setzt sins = 2 sin \ s cos s, 
ebenso sin (s — a) = 2 sin J (s — a) cos J (s — a) u. s. w. , so 
erscheint die sehr elegante Formel 

7) tan\E = ^iun^stan\{s — a)tan^{s — h)tani^{s — c). 


II. Um den sphärischen Excess aus zwei Seiten u, b und 

dem Zwischenwinkel C zu berechnen, bedarf es der Elimination 

von c in den Gleichungen 4. und 5. ; sie geschieht einfach durch 

Division und giebt 

, , 7 ^ st» 1 rt sin i h sin C 

taniE = , - ; , , , -v,, 

tos 4 n cos i 0 + sin 1 a sm -j b cos C 

oder, wenn Zähler und Nenner mit sin J a sin 4 b dividirt werden. 




tan .J E = 


sin ü 

cot i a cot i b + cos C ' 


So lange hier das Product cot ^ a cot ^ b und der Winkel 
C sich nicht ändern, so lange bleibt der sphärische Excess, mit- 
hin auch der Inhalt des Dreiecks derselbe und man kann dem- 
nach den Satz aussprechen: wenn zwei sphärische Dreiecke in 
einem Winkel und in dem Producte der Cotangenten (oder 
Tangenten) der halben an diesem Winkel liegenden Seiten über- 
einstimmen, so besitzen sie gleiche Fläche. 

Die vorige Formel ist zur logarithmischen Rechnung un- 
bequem und bedarf deshalb einer Verbesserung, welche unter 
Anderem durch Einführung eines Hilfswinkels erreicht wird; 
schreibt man nämlich 


tun \E = 


tun J ft tan 1 b cos C , ,, 

r+ tan 1« tdn\b co7c'“'* ^ 


■f 
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und setzt 

tan ^ a tan J b cos C = tan^ q . 
wo nun der Hilfswinkel q mittelst der Gleichuu" 

9) tan g. = ^/ tan \ a tan\ h cos C 

zu bestimmen ist, so verwandelt sich die obige Formel in 

10) tan\E = sin q tan C, 

und hier kann die Rechnung ununterbrochen mit Logarithmen 
geführt werden. 

Sind von einem sphärischen Dreiecke zwei Winkel bekannt, 
30 ist es das Kürzeste, den dritten Winkel und somit E direct 
zu berechnen; wir unterlassen daher die Entwickelung der auf 
diesen Fall bezüglichen Formeln. 

§ 54. 

Sphärische Dreiecke von geringer Krümmung. 

Bisher setzten wir den Halbmesser der Kugel, auf welcher 
sphärische Dreiecke bestimmt waren, immer der Einlieit gleich 
und dachten uns die Seiten o, h, c in Geraden, Minuten etc. 
ausgedrückt; ist dagegen ein Halbmesser r gegeben und jede 
Seite des sphärischen Dreiecks auf der Kugel selber mittelst 
eines bestimmten Längenmaasses gemessen, so müssen die Seiten- 
winkel erst berechnet werden; dem Bogen a auf der gegebenen 

Kugel entspricht daun der Bogen ^ auf einer mit dem Halb- 
messer 1 beschriebenen Kugel und der zugehörige Centriwinkel 
ist der gesuchte Seitenwinkel , den wir gleichfalls mit " 

bezeichnen können, weil es für die trigonometrischen Functionen 
gleichgültig bleibt, ob man schreibt cos ISO” = — 1 oder 
C0S7T — — 1 , cos 90" = 0 oder cos ^ n = (t u. s. w. Wir 
betrachten nun besonders den Fall, wo a, b, c im Vergleich zu 
r sehr klein sind, wie z. B. bei den gewöhnlichen lilessungen 
auf der Erdoberfläche, und wollen namentlich die Frage erörtern, 
ob sich einem derartigen sphärischen Dreiecke ein ebenes Dreieck 
substituiren lässt. 

Bezeichnen wir durch s die Länge eines beliebigen mit 
dem Halbmesser r beschriebenen Bogens, so ist — die Länge 
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des mit dem Kadius = 1 beschriebenen, zn dem nä ml ichen 
Centriwinkel gehörenden Bogens, und für den Sinus des letzteren 
gelten nach Thl. I, S. 242 die Ungleichungen 


. if - e 

Sin “ > 


. 8^8 
sm — < - • 
r r 


} (*) . 

i (7) 4- -ri 


!Tr 


if- 


Bei kleinen y beträgt ( 7 )* sehr wenig, und daher stimmen 
die Grössen, zwischen denen sitij liegt, in wenigstens 7 Deci- 


malen überein*); bei diesem Genauigkeitsgrade kann man folg- 
lich die obigen Ungleichungen durch die Gleichung 



ersetzen. Für den Cosinus gestaltet sich die Sache ähnlich, 
denn es ist 


cos 7 < 1 — i (7) + * (7) . 

cos ^ > 1 — V (7) + A (7) — (7) , 

mithin, weil die rechten Seiten um noch weniger als die vorigen 
diiferiren , 

2) cos ^ = 1 — ^ -I- ^ . 

Sind nun a, b, e die Seitenlängen eines sphärischen Drei- 
ecks und r der Kugelhalbmesser, so geschieht die Berechnung 
des Winkels Ä mittelst der Formel 


cosA 


a h c 

COS COS - . cos - 

r r r 

_ _ j ; ~ 

stn sin - 
r r 


und hier können die Gleichungen 1 . und 2 . benutzt werden, 
falls r sehr gross im Verhältniss zu a, b und c ist Bei der 

Ausrechnung der Producte cos - .cos- und sin - . sin - sind 

D r r r r 


*) Für die Erde z. B. ist nahezti r = 860 geographische Meilen, 
mithin bei einem Bogen von 50 Meilen Länge 

Tin (/*)* = 0,000000007, 
womit sich die obige Behauptung rechtfertigt. 
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ferner diejenigen Snmiuanden wegznlassen, welche h(ihere als 
vierte Potenzen von r zu Nennern haben, weil eben diese Aus- 
drücke die 7. Decimale nicht beeinflussen; dies giebt 


b* + c‘ 


cosA = 


2r* 


+ 


o* — 6‘ — c* — 6 fc* c* 


24 r* 



ft* + c* \ 


6r* ) 


4- c* 

Multipliciren vrir Zähler und Nenner mit 1 H , so erhal- 

ten wir den neuen Nenner 

h _ (ft" + 

r* 36 r* ’ 

wobei der Subtrahend wegzulassen ist; auf gleiche Weise lässt 
sich der Zähler vereinfachen und es bleibt 

fc* + c* — a* , (6* + c*)’ — a- (6* + c® ) 


cosA = 


26c 


+ 


126 cr^ 

a* — h' — c*— 66*c* 


oder 

cosA — 


ftM-^ - 


246cr* ’ 

2 (a*6* + 6*c* + c^a*) — a‘ — 6* — c* 


26c 24 6 er* 

Wir denken uns zweitens ein ebenes Dreieck A'B'C, 
dessen Seiten JB'C', C'A\ A'B' den Bögen a, 6, c der Länge 
nach gleich sein mögen; in diesem Dreiecke ist 

cosA' — — 

COSA — ’ 

und es findet sich hieraus 

46*c*sin*A.' = 2 (a*6* -f 6*c* -f- c*a*) — o* — b* — c*; 
die Substitution dieser Ausdrücke in Nr. 3. giebt 
cosA = cosA' — — sin^A'. 


Diese Beziehung zwischen den Winkeln A und A' lässt eine 
Vereinfachung zu, wenn man sich erinnert, dass A nur wenig 
von A' differiren kann, also A — A' eine sehr kleine Grösse 
sein muss, die wir x nennen wollen ; es ist dann A = A' -j- x 
und nach Formel 8. in § 44 des ersten Theiles 
cos A = cosA' — X sin A', 


mithin durch Vergleichung mit dem Obigen 

. / , ^bc sin A' 

lA — ^ ^ . 


6c 

X = 7T- ä sin^ 
6r* 
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Hier bedeutet den Inhalt des Dreiecks A'B'C, 

welcher A' heissen m(^e; man erhält demnach füria; den ein- 

jf 

fachen Ausdruck J , oder 

^ = ^' + 1 -^', ^ = + 


wobei sich die Werthe von B und C durch eine analoge Be- 


trachtung ergeben. Umgekehrt ist 



B' = B — l 


j' 



und da A' B’ C = 180 “, so folgt 

180» = A + B + oder ^ ^ B + C— 180» , 

j 

Man erkennt hieraus, dass das Verhältniss -j als sphärischer 


Excess des Dreiecks zu betrachten ist, und dass ferner die 
Winkel des ebenen Dreiecks mittelst der einfachen Gleichungen 
A' = A — IE, B' = B — {E, C' = C—\E 
aus den Winkeln des sphärischen Dreiecks abgeleitet werden können. 
Dies giebt den für die Geodäsie wichtigen Satz: Ein wenig 
gekrümmtes Kugeldreieck darf als ein ebenes Drei- 
eck angesehen werden, dessen Seiten die nämlichen 
Längen besitzen und dessen Winkel dadurch gebil- 
det sind, dass jeder Winkel des Kugeldreiecks um 
ein Dritttheil des sphärischen Excesses vermindert 
worden ist. 


Cap. IX. 

Stereometrische Anwendungen der sphärischen 
Trigonometrie. 


§ 55. 

Bestimmung der um und in ein sphärisches Dreieck 
beschriebenen Kreise. 

I. Bezeichnet M wie fräher den Pol des Kugelkreises, 
welcher sich um das sphärische Dreieck ABC beschreiben lässt. 
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so sind die Bögen AM, BM, CM gleich und stellen den sphä- 


rischen Halbmesser jenes Kreises dar; für 
AM = BM = CM = r und Z BAM 
= LABM = Y ist nun in dem Dreiecke 
ABM nach Formel 2. in § 4') 

cosr — cos c cos r 
sin c sin r 


Fig. 129. 


1 ) 


cosy = 


1 — cosc . 

— cotr\ 

stn c ’ 



diese Gleichung wird nachher, in der Form 

2 ) tanr = . . = tan^csecy 

' mic cosy ^ ' 

dargestellt, zur Berechnung von tanr dienen, sobald erst y be- 
stimmt ist. 

Aus dem sphärischen Dreiecke ACM ergiebt sich auf ganz 

ähnliche Weise wie oben 

, , , 1 — cos h , 

COS (A — y) = , cotr, 

' ' ' stn b 

und wenn die vorstehende Gleichung durch Nr. 1. dividirt wird, 

cos {Ä — y) 1 — cos b sin c 

cos y sin b ' 1 — cos c‘ 

Linker Hand lösen wir cos(A — y) auf, rechter Hand bringen 
wir die leicht zu beweisende Transformation 

sine 1+cosc 

1 — cos c sin c 

in Anwendung und erhalten so 

cosA-\-sinAiany = 

' ' stn b stn c 

welche den Werth von tany, durch b, c und A ausgedrückt, 
liefert. Um aber tany durch die Dreiecksseiten auszudrücken, 
substituiren wir die bekannten Werthe 

cosa — cosbeose a 


cosA 


sin b sin c 


sinA = 


sinb sine' 


worin zur Abkürzung 

3 ) X = [/ sin s sin (s — o) sin (s — b) sin (s — c) 
gesetzt worden ist, und erhalten nach Weglassung des gemein- 
schaftlichen Nenners sin b sin c und durch Beduction auf tan y 
1 — (cosa + cosb — cosc) 


tany = 


■ (cosa cosb ■ 
2's 


Schldmileh, Geometrie II. 3. Aufl. 
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Da in der Formel 2. niclit die Tangente, sondern die Secante 
von y vorkommt, so muss erst noch die Gleichung sct?y = 
1 Jt^tan^y zu Hilfe genommen werden; dies gieht zunächst 

_ , 4 + 1 — 2 ( cos « + (04 ö — cos c) + (cos tt + cos b — cos cf 

sec Y — 4 K ” • 

Hier lässt sich der Zähler mittelst der Formel 5. in § 46 zu- 
sammenzichen ; man hat nämlich ., 

4 A® = 1 — cos’‘ a — cos^ b — cos“ c-\- 2 cos a cos b cos c, 
und durch die Substitution dieses Werthes findet sich bei voll- 
ständiger Ausrechnung als Zäliler 

2 — 2 cosa — 2 cosb -|- 2 cosc 
-f- 2 cos a cosb — 2 cos a cosc — 2 cos b cos c 
-f 2 cosa cosb cosc 

= 2 (1 — cosa) (1 — cosb) (1 -f cosc) 

= 16 sm“ i a sm^ { b cos“ { c , 

mithin nach Einsatz des Vorstehenden und Ausziehung der 
Wurzel 

2 sin 4« sin \ b cos .1 c 
secy = - 


# 


Die Gleichung 2. liefert nun zur Berechnung r die elegante 
Formel 


4 ) 


tun r 


2 sin 4 <1 sin 4 h sin 4 c 
v' sin s sin (s — «) sin (s — b) sin (s — c) ’ 


welche dem in § 26 des ersten Theiles entwickelten Satze 
analog ist; letzterer lässt sich daraus herleiten, wenn mau den 
Halbmesser der Kugel unendlich gross werden lässt und dann die 
Sinus und Tangenten der Bögen mit letzteren vertauscht. Durch 
Einführung des sphärischen Excesses kann man übrigens der 
Gleichung 4. noch die folgende Gestalt ertheilen: 


5 ) 


tan r 


tan .4 a tan .1 b tan 4 c 
sinhJi 


II. Ist N der Pol des einem sphärischen Dreiecke ein- 
geschriebenen Kreises, NG = NH = NI = q sein sphärischer 
Halbmesser, so halbiren die Bögen HN, CN die Winkel 
des Dreiecks, die Dreiecke ANG und ANI sind symmetrisch 
gleicli, ebenso BNG und BNH, CNH und CNI ; der Abschnitt 
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AG — AI möge x heisseu, dem analog sei BG = Bll = y, 
CH = CI — z-, man hat dann 

x-\-)i = c, x-\-z = h, 'J^z = a, 


woraus Fig. 130. 

X ~ .J (0 “l“ 0 — u) = s — a 

y = ^{a c — b) = s — b 

z = .} (« + 6 — c) = *■ — e. 

In dem rechtwinkligen Dreiecke AGN ist 
nun nach Formei 10. in § 44 
tun g = sinx tan .J ^ = st7i {s — n) tan ^ A, 
und entsprechend 

tru g = sin (s — b) tan \ B ^ lang = sin (.c — c) tan J C. 
Will man lang durch die Dreiecksseiten allein ansdrficken, so 
bedarf es nur der Substitution des bekannten Werthes von 
tan\A-, man erhält 



0) tann = (*■ — «) d n {s — b) sin (.< — c) ^ 

vin s 

oder, wenn man es vorzieht, den sphärischen Excess in Rech- 
nung zu bringen, 


7 ) , 


tan g 


2 fos 1 a cos -i h cos ^ c 
sin s 


sin J B. 


Durch ein analoges Verfahren erhält man die Halbmesser 
der Kreise, welche je eine Dreiecksseite und die Verlängerungen 
der beiden anderen Seiten berühren ; die Halbirung des Winkels 
A und der Nebenwinkel von B und C z. B. führt zu demjenigen 
Kreise, welcher die Seite BC = a und von den übrigen Seiten 
die Verlängerungen berührt; seinen Halbme.sser wollen wir mit 
Ql bezeichnen und unter x, y, z wiederum die Abschnitte ver- 
stehen, welche durch die Berührungspunkte des Kreises auf den 
Seiten gebildet werden; es ist dann 

X — y — C, x — z = b, y-{-z = a, 
woraus folgt 

X — s, y = s — c, z = s — b. 

Man hat ferner 

tangi — sinx tan {A — sinstan ^ A, 
und vermöge des bekannten Werthes von tan \A 

8) tangi — ~ b) W n 

' sin (s — a) ’ 

13* 
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für die übrigen Halbmesser ist in entsprechender Weise 

91 tan Qi = l/ sj»s6t»(s— — 

’ es V ■ sin{s — b) 


10) tan Qi = 

' sin (s — c) 


Aus den zur Bestimmung von r, q\, q^, Qs angegebenen 
Formeln lassen sich leicht Beziehungen zwischen diesen vier 
Grössen herleiten-, wir erwähnen nur die folgenden; 


11 ) 


tan r tan q 


2 sin i a sin .V b sin .) c 
sin J (a + & + c) ’ 


12) |/ tan Q tan qj tan (jj tan Q 3 

= ^ sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — c) , 
deren letzte das sphärische Seitenstück zur Gleichung 8. in 
§26, Thl. I darstellt. 


§ 56. 

Die Grundformeln der Polyedrometrie. 

Der trigonometrischen Behandlung polygonometrischer Auf- 
gaben lässt sich die trigonometrische Auflösung von solchen 
Problemen gegenüberstellen, bei denen aus g^ebenen und hin- 
reichenden Bestandtheilen eines Körpers die übrigen Stücke be- 
rechnet werden sollen; der Polygonometrie der Ebene entspricht 
dann die Polyedrometrie des Raumes. Bei der ungemeinen 
Mannigfaltigkeit räumlicher Gestalten würde eine nur einiger- 
maassen ins Detail gehende Untersuchung dieser Art einen so 
bedeutenden Raum in Anspruch nehmen, dass hier nur ihre 
Grundzüge mitgetheilt werden können. Um zu diesen zu ge- 
langen, gehen wir von der Projection ebener Flächen aus, welche 
hier ähnliche Dienste leistet, wie die Projection gerader Linien 
bei der Entwickelung der polygonometrischen Grundformeln. 

I. Ein beliebig vielseitiges schiefes Prisma ABCDEF sei 

von einer zu den Kanten AD, BE senkrechten Ebene 

durchschnitten und A'B'C die entstandene Schnittfigur, welche 
als rechtwinklige Projection yoa ACB gelten kann; wir denken 
uns ferner die Ebene des Neigungswinkels von ABC gegen 
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A’B'C construirt uud dev Einfachheit wegen durch die Kante 
AD gelegt; diese Ebene schneidet die Ebenen AJiC und 
A'B'C in zwei Geraden AG und A'G', Fig. 131. 

der Winkel ANA' zwischen letzteren ist 
dann der Neigungswinkel, welcher v 
heissen möge. Nehmen wir DD' = AA' 
und legen durch D' eine Ebene parallel 
zu A'B'C', so ist bekanntlich in Be- 
ziehung auf die Volumina 

Prisma A'B'C'D'ET 
= Prisma ABCDEF. 

Das erste Volumen lässt sich, wenn g' den Flächeninhalt 
von A'B'C' bezeichnet, durch g'.D'A' ausdrücken; das zweite 
Volumen gestattet eine ähnliche Berechnung, sobald man dessen 
Höhe construirt; man erhält dieselbe einfach dadurch, dass man 
in der Ebene AGG'A', welcher auch der Punkt D angehört, 
von D auf die nöthigenfalls verlängerte GA das Perpendikel 
DH herablässt. Bezeichnet g die Fläche ABC , so ist g . DH 
das zweite der obigen Volumina, also 

g'.D'A' = g.DH, mithin g' = g 

das Verhältniss DH : DA bedeutet den Cosinus von Z II DA, 
und da dieser Winkel dem von den Geraden AG und AG' ge- 
bildeten Neigungswinkel r gleichkommt, so folgt die einfache 
Beziehung 

g = gcosv, 

d. h.: Die Fläche der Projection einer ebenen Figur 
ist das Product aus dem Inhalte der ursprünglichen 
Figur in den Cosinus des Neigungswinkels beider 
Figurenebenen. 

II. Dieser Satz gestattet eine Anwendung auf die Pyramide, 
wenn man die Spitze 0 derselben auf die Fig. 132. 

Basis AB CD . . . , mithin auch alle Seiten- 
flächen ABO, BCO, CDO . . . auf die 
Grundfläche projicirt. Setzen wir zunächst 
voraus, dass die Projection 0' von 0 nicht 
ausserhalb der Basis liege, so ist die Fläche 
der letzteren gleich der Summe der Dreiecks- 
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flächen ABO', BCO’, CDO' deren jede nach der vorhin 

erwähnten Formel berechnet werden kann; wir bezeichnen zu 
diesem Zwecke den Inhalt der Basis mit So, die Inhalte der 
Seitenflächen ABO, BCO . . . der Reihe nach mit Sj, S^, So , 
endlich die Winkel, welche die Seitenflächen mit der Basis 
bilden, durch t'i, i j, i's . . . und erhalten so 

1 ) So = Si cos i'i -j- So cos r'2 -f- So cos )’3 . , . 

In dem Falle, wo 0' ausserhalb der Basis zu liegen kommt, 
werden eine oder einige der Projectionen ABO’, BCO' u. s. w. 

Fig. 133. negativ, so z. B. in der durch die Figur dar- 
gestellten vierseitigen Pyramide 
ABCD = ABO'+ BCO'-\- CDO'- DAO ' ; 
dabei ist aber der an der Kante DA liegende 
Flächenwinkel ein stumpfer, und 
DAO' — DAO . cos ( 180 ° — »'4) = — Sicos 14 , 
mithin doch wieder 

So — Si cosvi + So C0SV2 + So cosvo + So cosvi, 



man erkennt hieraus die allgemeine Giltigkeit der Formel 1. 

Wir betrachten ferner eine abgestumpfte Pyramide, bei 
welcher an der Basis So die Seitenflächen Si, So, So .. . liegen 
mögen; die zur Basis parallele ihr ähnliche Seitenfläche soll So 
heissen. Ergänzen wir die abgestumpfte Pyramide zu einer 
vollen und nennen Ti, T^, To .. . die Seitenflächen der ganzen 
Pyramide, sowie ti, h, to . . . die Seitenflächen des abgeschnittenen 
Theiles, so kann der in Nr. 1. liegende Satz sowohl auf die 
grössere als auf die kleinere Pyramide angewendet werden; 
dies giebt 

So To cosvi -|- To cos V 2 ”i~ To cosvo • • • 

So = ti cosvi -j- io cosvo -|— ^3 cos Vo "p • * • 

und durch Subtraction , indem man die Gleichungen Ti — 
= Si , T 2 — to — So u. s. w. beachtet 

2) So — So = Sx cos i'x “I“ So cos i ’2 So cos Vo • • . 

Wenn die abgestumpfte Pyramide in ein Prisma übergeht, wird 
So == So, mithin 

3) 0 S| cos j'i “j— So cos t ’2 So cos i '3 — . , . 

Die Gleichung i. gestattet eine bemerkenswerthe Anwen- 
dung auf die dreiseitige Pyramide, bei welcher jede Seitenfläche 
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als Basis angesehen werden kann; um eine symmetrische Be- 
zeichnung zu haben, nennen wir A, -^2. A3 die vier Ecken 
des Köri)ers, S», S'i, S2, S3 die denselben gegenüberliegenden 
Seitenflächen, und bezeichnen endlich die Winkel, welche je- 
zwei Begränzungsflächen mit einander bilden, durch Neben- 
einanderstellung der gleichnamigen Buchstaben. Hieraach gelten 
folgende vier Gleichungen 

50 = S, cos (So , Si) -1- S2 cos (So , S.) -{- S3 cos (S , , S3) 

51 = So cos (Si , So) Sg cos (Si , Sa) -}- S3 cos (Sj , S3) 

52 = So cos (Si, So) -j- Si cos (Si , Si) So co.s (Sa, S3) 

So = So cos (So , So) -j- Si cos (So , Si) -|- S2 cos (So , Sj) , 

aus denen sich unter Rücksicht auf die Identität von Z(So,Sj) 
und Z(Si,So), Z(So,Sa) und Z(Sa,So) u. s. w. verschiedene 
neue Beziehungen ableiten lassen. ^lultiplicirt man z. B. die 
obigen Gleichungen der Reihe nach mit Sn, Si, Si, So, addirt 
die drei letzten und snbtrahirt die erste, so bleibt 

4) S,‘ + SA-(-S3 ^ — So‘ 

= 2 {Si Si cos (St, Si) -|- Si So cos (Si , So) -(- S3S1 cos (So, Sj ) } . 

III. Schneidet man ein mehrseitiges Prisma durch eine 
auf den Seitenkanten senkrechte Ebene, so entsteht als Durch- 
schnittsfigur ein Vieleck, dessen Winkel die Neigungswinkel je 
zweier Seitenebenen sind, und dessen Seiten die Höhen der 
Seitenfläclien darstellen, sobald man letztere als Parallelogramme 
betrachtet, welche die Seitenkanten des Prisma’s zu Grundlinien 
haben. Die Seitenflächen mögen Si, So, So... und ilme Durch- 
schnitte mit der eingelegten Ebene «i, So, Ss... heissen; ferner 
sei Ä- die Länge der Seitenkanten, P der Inhalt der Prisma’s 
und p die Fläche des aus den Seiten Si, So . . . und den Winkeln 
(s„.So), (So, So)... gebildeten Polygons; es ist dann 

St = /cSt, Si — icSi und auch P = Jeji, 

oder umgekehrt 

5) So = f-, So= |..., p = f. 

Hat man nun irgend eine polygonometrische Formel zwischen 
einigen oder allen der Grössen Si, So, S3..., p und Z(sj,So), 
Z(so, So) u. s. w., so kann man vermöge der Gleichungen 5. 
die genannten Grössen aus jener Formel heraus und dafür Si, 
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Ä2, Sa-.., P hereinbvingen und auch Z(si,S2) = /.{SifS^), 
Z(s2,Sä) = Z(S2,<S'3)... setzen; die polygonometrische Formel 
verwandelt sich dann von selbst in eine entsprechende polyedro- 
metrische. 

So z. B. liefert bei einem dreiseitigen Prisma die bekannte 
Gleichung 

Si = Si cos (Si , S2) -)- Sa cos (s^ , Sj) 
die analoge Beziehung 

6) Si = Sa COS (Si, Sa) -(- Sa cos (Si, Sa ) ; 
statt der bekannten trigonometrischen Formel 

V + Sa^ — Sa^ = 2S1S2 cos {Si , Sa) 

erhält man 

7) S,^ + Sa^ - Sa^ = 2 Sr Sa COS (S, , S») ; 

die Proportionalität der Seiten und Sinus der Gegenwinkel 
liefert die Formel 

fts _ 

' siiilSatS,) sin (81,83) 881(83,83)' 

endlich kann mau aus der zur Berechnung der Dreiecksfläche 
dienenden Gleichung 

■2 p = SiSaSin{Si,Sa) = SiSaSin(Si, Sa) = Sa Sa sin {Sa , Sa) 
die entsprechende Kelation 

9) 2 kP = SiSaSin{Si, Sa) = S1S3 sin (Si, S3) 

= Sa Sa sin (^Sa , S^ 

abgeleitet werden , die bei der folgenden Untersuchung von 
Nutzen ist. 


§ 57. 

Untersuchung des dreiseitigen Prisma’s. 

Um eine möglichst einfache Bezeichnmig zu haben, nennen 
wir a, h, c die Grundkanten und d die Seitenkante des Prisma’s, 
ferner A, B, C die Seitenflächen, so wie sie der Keihe nach 
an a, b, c liegen, D die Grundfläche; die Seiten des normalen 
Querschnittes mögen a', b\ c' heissen, wobei a' die rechtwink- 
lige Projection von a ist, b' die von b, und c' die von c; die 
Winkel endlich mögen auf folgende Weise 

1{A,D) = a, 1{B,D) = ß, 1{C,B) = y, 
Z(i?,C) = Z(b',c') = 1{G,A) = Z(c',a') = ß\ 

l(A,B) = l{a',b') = y' 
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bezeichnet werden, so dass ce, ß, y die Neigungswinkel an der 
Basis und ß', y die Neigungswinkel der Seitenflächen unter 
einander bedeuten. 

1 , Legen wir durch die eine Ecke i) des Prisma’s eine 
Normalebene zur Grundkante AB = c und 
construiren die Höhe DH = h des Köi-pers, 
so ist in dem bei G rechtwinkligen Dreiecke 
AGD, dessen Winkel GAD mit /.{c,d) 
bezeichnet werden soll, 

DG = d sin (c, d) 

ferner in dem bei H rechtwinkligen Drei- 
ecke DGII 

h = DG . sin y = d sin (c, d) sin y. 

Für den Inhalt des Prisma’s, welcher n heissen möge, folgt 
hieraus 

n — (A ABC) .h — D .d sin (c, d) siny; 
die Seitenfläche AB ED — C ist aber = AB . DG = cd sin (c, d) ; 
entnimmt man dieser Gleichung den Werth von dsin{c,d) und 
substituirt ihn in die Formel für II, so ergiebt sich 

n — siny. 

Zwei ähnliche Gleichungen sind leicht zu bilden, wenn man die 

Winkel ß und a auf analoge Weise constrnirt;. nach Weg- 

schafTung der Brüche hat man die drei Beziehungen 

1) aü—A.Dsina, hü = B .D sinß, cII = C . D siny. 

Durch Multiplication derselben wird 

abcn^ = AB CD^ sin a sinß siny, 

beachtet man, dass a6c:4i) den Halbmesser r des um die 

Grundfläche D beschriebenen Kreises ausdrückt, so findet sich 

ABCD^ sin « sin ß sin y 

D r ^ , 

wobei r auch als Halbmesser des um das Prisma beschriebenen 
schiefen Cylinders angesehen werden kann. 

Durch Addition der Gleichungen 1. erhält man 

c) H — (A sina B sinß -)- C sin y) D 
und weil 2 D : {a b c) den Halbmesser q des in die Grund- 
fläche D beschriebenen Kreises bedeutet. 


Fig. 134. 
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’ ^ ° A siv a + 7i sin ^ C sin y ' 

wobei Q auch als Halbmesser des schiefen Cylinders gelten kann, 
welcher die Seitenflächen des Prisma’s von Innen berührt. Auf 
gleiche Weise können die Radien derjenigen schiefen C}dinder 
bestimmt werden, welche je eine Seitenfläche und die Erweite- 
rungen der beiden anderen, also überhaupt die Ebenen A, B, C 
von Aussen berühren; man findet nämlich 


d) 


Ql 

Qi 

Qs 


277 

li siiiß + Csin Y — A sin « ' 

2Jl 

A sin K + C sin y — B sin ß ’ 
2 TI 

A sin a Ä- B sin ß — C sin y' 


Hieraus folgt eine neue Gleichung, wenn man sich an die 
Formel 


D = [/qqiQ 2 Q 3 , oder op, gjos = D- 
erinnert; bezeichnet mau nämlich für den Augenblick mit N 
das Product der vier Factoren 

A sin a B sinß -|- ^ sin y, — A sin a B sin ß C sin y , 

A sin ce — B sin ß C sin y , A sin n B sinß — C sin y , 

so wird durch Multiplication der in 3. und 4. verzeichneten 
Gleichungen 

5) D* = , oder 16 /7* = D^K 


Der Werth von N ist einer bedeutenden Vereinfachung fähig, 
wenn man beachtet, dass zufolge der Gleichung 3. des vorigen 
Paragraphen 

Acosa B cosß Ccosy = 0 
sein muss; erhebt man diese Gleichung aufs Quadrat, so ist 
A^ eos^ a B‘^ eos^ß -|- C'^ cos^ y 
= — 2 [AB cosacosß -j- AC cosa cosy -f- BC cosß cosy \ ; 
durch nochmalige Quadriruug und Zusammenziehung der beider- 
seits gleichartigen Grössen wird hieraus 

6) A* cos* a B* cos* ß C* cos* y 

— 2 {A^B^ cos^ a cos^ ß A^C^ cos^ a cos^ y -\-B^ 6'* cos^ß cos^ y) 

= 8 ABC (A cosa B cosß C cosy) cos n cosß cosy — 0; 
diese Gleichung ist es, welche zur Reduction von W benutzt 
werden kann. Vereinigt man nämlich zunächst je zwei der vier 
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Factoren von N, so ersclieint N als Product der beiden Aus- 
drücke 

{B sin ß C sin y)* — sin^ u , sin^ n — (B sin ß — C sin y)-, 
oder der beiden gleichgeltenden 

B'^ sin-ß -f- C“ sin^y — sin^ a -f- 2 BC sinß sin y 

und 

— (B^ sin^ ß -f- C‘ sin’‘ y — A* sin^ a — 2BC sin ß sin y ) ; 
die Multiplication dieser Factoren giebt 

— N = A* sin*a -f- B* sin^ß C* sin* y 

— 2 A^B^sin^asin^ß — ‘2A^C'^sin'‘asin'‘y — 2B^C*sin^ßsin^y. 
Drückt man alle Sinus durch Cosinus aus und benutzt die 
Gleichung 6., so bleibt 

— AT = (1 — 2 cos“ a) (1 — 2 cos* |S) -f- (l — 2 cos* y) 

— 2 A^B^ (1 — cos* a — cos^ß) 

— 2 A* (7* (1 — cos* a — cos* y) 

— 2 if* C* (] — cos* ,5 — cos* y) 

und durch Einführung der Winkel 2«, 2ß, 2y 
— N=A^ (J?* 4- C* — A^) C0S2 « 

-f 5* {A* 4- C* — B^) C0S2 ß 
4- C* (^* 4- 5* — C*) C0S2 y, 

oder endlich, wenn man die Formel 7. des vorigen Paragraphen 
beachtet, 

— N — A^ . 2 BC cos a . cos2 a -{- B^ . 2 AC cos ß' ,cos2ß 

4- C* . 2 AB cos y . cos 2 y ; 
aus der Gleichung 5. fliesst hiernach die folgende: 

7 ) 8f/* = — ABCD^ {Acos2a cosa B cos2 ß cosß' 

4- C cos 2 y cos y'), 

welche den Inhalt des Prisma’s durch die Flächen und Flächen- 
winkel des Körpers berechnen lehrt. 

II. Nicht minder bemerkenswerthe Kesultate ergeben sich, 
wenn man den Inhalt des dreiseitigen Prisma’s durch drei in 
einer Ecke zusammenstossende Kanten und die von letzteren ge- 
bildeten Winkel ausdrückt. Zunächst ist TT = Dh, oder, wenn 
die Dreiecksfläche D aus zwei Seiten b, c und dem Winkel 
{b, c) der Basis bestimmt wird, 

]J = -1 bc sin {b, c) . h. 
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und vermöge der im Anfänge dieses' Paragraphen angegebenen 
Formel für h 

8) n = ^bcd sin (b, c) sin (c, d) siny. 

Nun sind b, c, d die in einer Ecke der Basis zusammenstossen- 
den Kanten, Z (b, c) und Z (c, d) zwei Seitenwinkel und y der 
von ihnen eingeschlossene Flächenwinkel; bringt man noch den 
dritten Seitenwinkel (d, 6) in Rechnung, so ist nach § 46, 
Formel 4. 



sin y , 

wo Aa die Quadratwurzel aus dem Producte der Factoren 
(6. c) + (c, d) + (d, h) — (l, c) + (c,d) + {d, b) 

ol/tf ' ” 2 * ? olrt> ' 2 ^ 

(*>. «) — (c. d) + (d, b) (6, c) + (c, d) — {d, b) 

bin ' ’ 2 ^ bin ~ 2 

abkürzend bezeichnet; aus der Formel für JT wird jetzt 

9) II — bcd.X^. 

Um den hierin liegenden Satz in Worte übertragen zu können, 
wollen wir die Amplitude der Ecke A nennen, in welcher 
die Kanten b, c, d Zusammentreffen; das Theorem lautet dann: 
Der Inhalt eines dreiseitigen Prisma’s ist immer 
das Product aus drei in einer Ecke zusammen- 
stossenden Kanten und der Amplitude dieser Ecke. 
Aus der Gleichung 

n = bcdX^ = cadXi = abdX^ 

folgt noch 

^ __ 
ab cd a b c ’ 


d. h.: Die Grundkanten eines dreiseitigen Prisma’s 
verhalten sich wie die Amplituden der Gegenecken. 

Eine zweite Transformation der Gleichung 8. entsteht da- 
durch, dass man den Winkel y stehen lässt und dagegen die 
Winkel (ö, e) und (c, d) herausschafft. Die drei an der Ecke 
A vorhandenen Neigungswinkel sind /S, y, mithin nach 
§ 47, Formel 4. die Seitenwinkel 

2 . 2 


sin (h, c) = 


sin (c, d) = 




cmpsiny v - / siny sin a' 

WO die Quadratwurzel aus dem Producte der vier Factoren 
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— cos — f , cos ^ -- , cos — 2 > ~'~2 — 

bedeutet; aus der Formel 8. wird jetzt die folgende 

2bcd(^^f 


10 ) 


n = 


ein n' sin ß sin y ’ 

wonach der Inhalt des Prisma’s aus drei in einer Ecke zu- 
sammentreffenden Kanten und den an dieser Ecke vorhandenen 
Flächenwinkeln berechnet werden kann. 

Um noch die in einer Ecke zusammenstossenden Seiten- 
flächen B, C, D statt der Kanten b, c, d in die soeben ge- 
wonnene Formel einzuführen, berücksichtigen wir die unmittelbar 
sich ergebenden Gleichungen 

B = hd sin (b, d) = bd , , 

' ’ ’ sind stnß 


2 4 

C = cd sin (c, cf) = cd . - , 

' ’ stnn siny 


D = 


\bcsin (b,c) — \bc 


2A 

sin ß ein y ’ 


mnltiplicirt man sie miteinander und setzt beiderseits noch den 
Factor hinzu, so wird 


BCD . A, = 


Wcld^-{A^Y 
sin^n sin*ß sin^y 


= rp, 


mithin umgekehrt 

11 ) n = \/Wda^. 


Neimen wir A^ die Coamplitude der Ecke Ä, so liegt 
hierin das Theorem: Der Inhalt eines dreiseitigen 

Prisma’s ist die Quadratwurzel aus dem Producte 
von drei in einer Ecke zusammenstossenden Seiten- 
flächen und der Coamplitude dieser Ecke. 

Man erhält hieraus noch 

_/i-_ _ _ fle 

ABCD ~ A ~ B ~ C' 

d. h.: Die Seitenflächen eines dreiseitigen Prisma’s 
verhalten sich wie Coamplituden ihrer Gegenecken. 


§ 58 . 

Untersuchung der dreiseitigen Pyramide. 

I. Da jede dreiseitige Pyramide als der dritte Theil eines 
Prisma’s betrachtet werden kann, so lassen sich die Resultate 
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des vorigen Paragraphen, gehörig modificirt, auch auf die drei- 
seitige Pyramide übertragen. Dahei gelte, wenn ABC die 
Grundfläche und D die Spitze des Körpers heisst, folgende Be- 
zeichnung der Kanten: 

BC = a, CA = l, AB = c,AD = BB = b,, CD = Ci, 
so dass u und a, , b und bi , c und Ci Gegenkanten sind ; die 
vier Seitenflächen BCD, CAD, ABD, welche der Keihe nach 
den Ecken A, B, C gegenüherliegen, mögen mit A, B, C und 
die Basis ABC mit D bezeichnet werden; endlich sei 

Z {A, D) = a, Z {B, D) = ß, Z (<7, D) = y, 
1{B,C) = «1, l(C,A) = ßr, l(A,B) = 
so dass ft, ß, y die an den Grundkanten vorhandenen Neigungs- 
winkel der Seitenflächen gegen die Basis und «i, ßi, yi die an 
den Gegenkauten «i, bi, Ci liegenden Neigungswinkel der Sei- 
tenflächen unter einander bedeuten. Denkt man sich die Pyra- 
mide DABC zu einem dreiseitigen Prisma ergänzt {wie z. B. 
die PyTamide FABC auf S. 66), so ist die Basis des letzteren 
D, seine Seitenflächen sind 2A, 2B, 2(7, und wenn II das 
Pyi'amiden Volumen bezeichnet, so ist ‘611 der Inhalt des Prisma’s; 
die Anwendung der in Nr. II. entwickelten Sätze des vorigen 
Paragraphen giebt nun, wenn man der Reihe nach die in den 
Ecken A, B, C, D zusammenstossenden Kanten betrachtet und 
die zugehörigen Amplituden ä», Ai,, Ac, Aa nennt 

1) 3/7 = «ii»cAa = aJicAb = abCiX„ = «iZ»iCiAa, 


d. h.: Der Pyramideninhalt ist der dritte Theil von 
dem Producte dreier in einer Ecke zusammenstos- 
sender Kanten und der Amplitude dieser Ecke. Dem- 
zufolge kann die Amplitude einer Ecke als der dreifache Inhalt 
einer Pyramide gelten, welche dadurch entsteht, dass man auf 
den Kanten der Ecke die Längeneinheit abschneidet; wir machen 
diese Bemerkung hauptsächlich wegen der Formel 12. in § 55, 
welche dadurch einen eleganten geometrischen Sinn erhält. 

Aus der Gleichung 1. folgt durch Division mit abc 


oder 


abc 


= '■ J A, = 

a 


_ b, 


äb 




a, ‘ b, ' c, 


— A„ : Ab : Ac , 
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d. h.: Die Quotienten aus jeder Gruudkante durch 
die Gegenkante verhalten sich wie die Amplituden 
der Ecken an der Basis. 

Mittelst des zweiten an die Formel 11. des vorigen 
Paragraphen geknüpften Satzes ergiebt sich ferner 3/7 = 
^/2 ZI . 2 C . oder . 

2) 3 77= ‘IS/ BCBA.^—^\J ÄÖTiTy — '2\JAHB J^= 2 / A Zf r 
d. h.: Der Pyramideninhalt beträgt zwei Dritttheile 
d er Quadratwurzel aus dem Producte dreier in einer 
Ecke zusammenstossender Seitenflächen und der 
Coamplitude dieser Ecke. 

Eine weitere Folge hiervon ist die Beziehung 

bll” -'la •‘^c 

4ABCJJ A B ~ ü ~ V' 

d. h.: Die Seitenflächen verhalten sich wie die 

Coamplituden der Gegenecken. 

Nicht ohne Interesse ist es, den Inhalt der Pyramide durch 
die sechs Kanten allein auszudrüekon , was deswegen möglich 
sein muss, weil die Pyramide durch die sechs Kanten unzwei- 
deutig bestimmt wird. Wir transformiren zu diesem Zwecke 
die Gleichung 

3 77 = «ibjCj/d oder 2 TP = ai^h^ c^- . 

Der Werth von (/a)* ist hier, wenn die an der Ecke D vor- 
handenen KantenwinkcJ (i/iiCi), (Ci,«i), mit a, h', c' 

bezeichnet werden, 


= sm| (a'-|- i'-j- c') sin^ ( — «'-j- V c) 

. sin ^ («' — if'-f- c') sin \ («'-1- b ' — c') 
oder nach der in § 4G , Formel 5. erwähnten Transformation 


4 (7d)“ = 1 — cos* a — cos* V — cos* c'-|- 2 cos a' cos V cos c'. 
Man hat aber aus den Dreiecken BGB, CAB, ABB 


cosa = 


V + Cj!; 

2ö. c. 


cosV = 


2 c, a, 


-V 


cosc' = 


«,* -|- 0,* — c* 

2 «. 0 , ’ 


setzt man diese Werthe ein, bringt Alles auf gleiche Benennung, 
entwickelt die Quadrate und hebt soviel als möglich, so er- 
giebt sich 
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144 /7* = a*«i* (6“ + + c* + Ci* — a* — a,*) 

+ b* 6i2 (c* + Ci* + a* + ai* — b* — bi*) 
-f c* Ci» (n* + ffl,* + b« + bl* — c* — Ci«) 
— rt* b“ c* — a® b j* Ci* — «i* b* Ci* — a 1 * b 1 * c*. 


Fig. 135. 
n 


II. Schliesslich geben wir noch die Bestimmung der Halb- 
messer von den der Pyramide umschriebenen und eingeschriebenen 
Kugelflächen. 

Gehen wir auf die früher envähnte Construction des Halb- 
messers der umschriebenen Kugel zurück, so ist, wenn man sich 
OS und OB — r gezogen denkt, 

4) r* = OS" + BS^ == ÖS*-f-(ia)». 
Die Linie OS findet sich aus dem Vier- 
ecke MSNO, in welchem fünf Stücke be- 
kannt sind. Da nämlich M der Mittel- 
punkt des um ABC beschriebenen Kreises 
ist, so hat man LBMS = LBAC = 
Z (b, c) und in dem rechtwinkligen Drei- 
ecke BSM 

SM = BS . cotBMS — \acot (b, c ) ; t 

auf gleiche Weise findet sich 



SN = BS . cotBNS = ^acot{bi,Ci); 
ferner kennt man in dem Vierecke MSNO den Winkel MSN = u 
und die beiden rechten Winkel bei M und N. Die Diagonale 
OS bestimmt sich nun aus der einfachen Bemerkung, dass das 
Viereck MSNO ein Sehnenviereck, mithin OS der Durchmesser 
des umschriebenen Kreises sein muss; berechnet man ihn als 
Durchmesser des um das Dreieck MSN beschriebenen Kreises, 
so ist nach Thl. I, § 27, Formel 1. 

_ o SM. SN. MN _ SM.SN.\/lsli* + SN* — 'iSM.SN.cos«) 
z^.KmSN ~ ' SM. SN. sin« 


und daraus folgt nach Hebung und Substitution der Werthe 
von SM und SN 

-Qgi ^2 cot- (b, c) + cot‘‘ (b,, c,) — 2co( (b,c) cotj bi , c, ) cos a 

i sinket 


mithin nach Nr. 4. 

t., „g , co/® (6, c) + (b, , c,) — 2cot(b,c) cot(b^, c,) cos« + 

o> r —^Qr- — — — — — • 
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Will man statt der Winkel {h, c) , (?>i , Ci) und « die an einer 
Ecke, etwa an C, liegenden Kantenwinkel einführen, so ist 


cot (b, c) = 


h — a cos (a, h) 
a fiiti {«, b) ' 


cot (hu Ci) == 


c, — o cos {a, c,) 
a sin (a, c,) 


ZU setzen und a durch («, b) , (a, Ci) , (b, Ci) auszudrücken ; dies 
geschieht am besten auf die Weise, dass man die genannten 
Winkel kurz mit c", b'\ a", die Amplitude der Ecke C mit 
Xc bezeichnet, 


cot (b, c) 


cosa = 


h — a cos c” 


a sm c 
cos a " — cos h" cos c" 
sin h" sin c" 




sina 


c, — a cos h" 
asinh" ’ 



sin b” sin c" ' 


substituirt und für das im Zähler vorkommende 4A* den gleich- 
geltenden Ausdruck 


1 — cos^a " — cos^b " — cos^c"-\- 2cosa" cosb" cosc" 


eintreten lässt. Die Ausführung dieser Rechnung giebt bei 
einigen sich von selbst darhietenden Reductionen 
1 6 (^c)* — a* sin^ «”+ siw* b"-\- Ci® sin^ c" 

— 2 ab (cosc " — cosa" cosb") — 2aci (cosb " — cosa" cos c") 

— 2 bci (cosc " — cosa" cos b") . 

Diese Formel giebt den Halbmesser der umscliriebeneu 
Kugel, ausgedrückt durch drei in einer Ecke zusammenstossende 
Kanten und die von denselben gebildeten Winkel. Symmetrischer 
erscheint sie, wenn man statt der Ecke C die Ecke D nimmt; 
man hat dann, unter Rücksicht auf die schon in I. gebrauchte 
Bezeichnung, 

16 (Aa)*r* = ai^sm^a'-\-bi^ sin^b'-\- Ci^sin^c’ 

— 2 öl (cos c' — cos a' cos b') 

^ — 2biCi (cosa' — cosb' cosc') 

— 2 Ci ai (cos b' — cos c' cos a'). 

Durch Substitution der vorhin angegebenen Werthe von 
cosa', cosb', cosc', aus denen nachher die Werthe von sin^a', 
sin^ V, sin^ c' folgen, und vermöge der Relation 77 = J bi Ci 
ergiebt sich noch 


„2 {aa,+bb,+cc, ) (— aa,+bb, + cc,) (ao, 

— ■“ 576 / 7 * ~ 


-66,+cc,)(aa, + l 


-cc,) 


in welcher Formel nur die Kanten Vorkommen, wenn man IT 
nach Formel 3. bestimmt. Beachtet man, dass der Zähler von 

Sclil&mllch. Geometrie II. 3. AilA. 14 
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r der vierfache Inhalt eines ans den Seiten a«i, bht, cci con- 
strnirten Dreiecks sein würde, so liegt in der Formel 7. der 
eigenthümliche Satz: Das Product aus dem sechsfachen 
Inhalte der Pyramide in den Halbmesser der um- 
schriebenen Kugel ist dem Inhalte eines Dreiecks 
gleich, dessen Seiten die Zahlenwerthe der Pro- 
ducte aus den Gogenkanten der Pyramide sind. 

Weit weniger Mühe verarsacht die IJestimmung der Halb- 
messer von den Kugelflächen, welche die Begränzungsebenen der 
Fig. 136. Pyramide berühren. Denken wir uns den 
Mittelpunkt 0 der eingeschriebenen Kugel mit 
den vier Ecken der Pyramide durch Gerade 
verbunden, so zerfallt die Pyramide JDABC 
in vier kleinere Pyiumiden OBCD, OCAD, 
OABD, OABC, deren Grundflächen nach der 
eingeführten Bezeichnung A, B, C, D heissen, 
und deren gemeinsame Höhe der Halbmesser q 
der eingeschriebenen Kugel ist; demzufolge hat man die 
Gleichung 

11 — j .4 e j e -f- j C p j i) e , 

und daraus 

^ aab + C + V 



.M. JAC 


Bezeichnen wir ferner mit pi den Halbmesser der Kugel- 
fläche, welche die Ebene A und die Erweiterungen der Ebenen 
B, C, D berührt, so ist für pi , sowie für die Halbmesser p 2 , qs, 
P 4 der übrigen von Aussen berührenden Kugeln 

3/1 

~ B + C + B-~A 

3n 

~ 'ü+D + A — B 

' 311 

~ ^~Ä+ B — 'Ö 

3/1^ 

~ A + A+C — B' 

Man kann hier A, B, C, D, 77 durch andere Stücke der 
Pyramide , z. B. durch «i , bi, Ci , Z a', L b', L c', oder durch 
u. b, c, di , bi, Ci ausdrücken, was weiter keine Schwierigkeiten 


I 
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verursacht. Bemerkenswerth ist noch die folgende Relation 
zwischen den fünf Halbmessern 


10 ) 


- = 2-, 

Ql Qi es 94 Q 


welche einer für das ebene Dreieck geltenden Beziehung ent- 
spricht. 


§ 59. 

Berechnung der regulären Körper. 


Wenn in einer Ecke eines regelmässigen Körpers m Flächen 
Zusammentreffen, von denen jede n Seiten besitzt, so kann zu- 
nächst die Grösse eines der vorhandenen tu Kantenwinkel und 
darauf der Neigungswinkel jeder Seitenfläche gegen die nächste 
bestimmt werden. Der gesuchte Kanten winke! , welcher (j, 
heissen möge, ist der Peripheriewinkel des regelmässigen «-Ecks, 
folglich 

’ ^ n n 

Um ferner den Neigungswinkel, der v heissen soll, zu 
finden, beschreiben wir aus dem Scheitel Fig. 137. 
der »H-seitigen Ecke mit dpm Halbmesser 1 
eine Kugelfläche, welche von den Seiten- 
flächen in einem regelmässigen sphärischen 
Polygone von m Seiten geschnitten wird. 

Dieses sphärische Vieleck sei AB CD . . . 
und M der Pol des ihm umschriebenen 
Kugelkreises ; die sphärischen Dreiecke AMB , BMC . . . sind 
gleichschenklig und congnient, mithin Z BAM — Z ABM 

= und l. AMB = Halbirt man den letzteren 

»1 



Winkel durch den Bogen MH, so steht letzterer senkrecht auf 
AB, und es ist daher in dem reclitwinkligeu sphärischen 
Dreiecke AHM 


sin BAM = 


cos AMH 
cos AH ’ 


oder nach dem vorhin Gesagten 

180 “ 
m 


COS — 


2) 


sin ^ 


cos 1 a 


180 ” 

COS 

m 

.^ 180 " • 
Sin - - 

H 


14 * 
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Bei dem Tetraeder, Hexaeder, Oktaeder, Dodekaeder, 
Ikosaeder hat man der Reihe nach 


m = 3, 3, 4, 3, 5, 

M = 3, 4, 3, 5, 3, 
mithin in derselben Ordnung 

siniv — \/l, j/i, \/\, + 

Vl0-2\/5 

hieraus kann man leicht cos^v, sinv, cosv, tanv ableiten, 
wobei man die folgenden, durch ihre Rationalität ausgezeichneten 
Werthe findet: 


für das Tetraeder cosv = J, 

„ „ Hexaeder sm v = 1 , 

„ „ Oktaeder cosv = — | , 

„ „ Dodekaeder tan v = — 2 , 

„ „ Ikosaeder sinv = 


V == 70® 31' 44", 

V = 90“ 0' 0", 

v'= 109“ 28' 16", 

V z= 116“ 33' 54", 

V = 138“ 11' 23". 


Mit Beziehung auf § 24, II. möge 0 den Mittelpunkt 
der dem Polyeder um- und eingeschriebenen Kugeln bedeuten; 
der Halbmesser der ersteren sei AO Fig. 138. 

= BO = CO = DO... = r, der 
Radius der zweiten MO — NO . . . 

— Q, ferner AM — BM... = r' 
der Halbmesser des Kreises, welcher 
um eine Seitenfläche beschrieben wer- 
den kann, und MS = MT . . . = q' 
der Radius des der Seitenfläche ein- 
geschriebenen Kreises. Aus dem Dreiecke AMS, worin AS 
= \.AB = Ja, Z SAM = \IBA0 = und Z ASM 
= 90“ ist, findet man augenblicklich 

r' = ^asec{/.i, q' = ^atan^fi; 
das rechtwinklige Dreieck OMS, welches den Winkel SMO 
= iv enthält, liefert weiter 



und 


Q = q' tan\v = ^aian^fitan^v, 


OS — q' sec^v — ^atan^ftsec^v; 
endlich giebt das rechtwinklige Dreieck BSO 

= |/(i «)* + lOS)* = ^ (I 1 -f tan* ^ ju sec* { v. 


by üdiiglc 


318 


Einfacher wird dieser Ausdruck, wenn man gemäss der Formel 2. 


cos ^ fl 


cos 


180" 

m 


sin \ y 


setzt , daraus tan ^ fi ableitet und dies in die Gleichung für r 
suhstituirt; man findet ohne Mühe 

3) r = ^atan^^ tan 

’ ‘m l 


Die Formel für q nimmt eine ähnliche Gestalt an, wenn für 
^fi sein Werth gesetzt wird; es ist nämlich 

4) Q = cot ^ tan ^ v. 


Bezeichnen wir mit s die Anzahl ,der Begränzungsflächen 
des Polyeders, mit S den Flächeninhalt einer derselben, mit T 
die gesammte Oberfläche und mit V das Volumen des Körpers, 
so haben wir zunächst durch Beachtung des Umstandes, dass S 
die Fläche eines regulären «-Ecks ausmacht, S — n \ a“ tan \ fi 
oder 

5) S = ! und T = i a^ns cot 

ferner ist der Inhalt von einer der s Pyramiden, aus denen der 
Körper besteht, = \ Sq, also V = ^sSq, oder vermöge der 
Werthe von S imd q 

6) F = a^ns cot* - ^ tan v. 

Die hier entwickelten Formeln dienen zur Beantwortung 
aller Fragen, welche sich auf die Grössenverhältnisse der wich- 
tigsten Bestandtheile regulärer Körper beziehen; die daraus 
resultirenden Zahlenwerthe sind folgende. 

Für das Tetraeder: 

^^0 l'ö rr i/7, t -ir 1^2 3 

r = ^a, Q = ^ a, = T |/3«*, V = a ; 
für das Hexaeder: 

r — a, Q = ^a, T = 6a*, V — 
für das Oktaeder: 

r = ~a, e = ~a, T = 2 ^/Sa*, F = ^a*; 
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für das Dodekaeder: 

^ _ v/li +T7f _ _ _ v/ 10 (25 + 11 /5) „ 

4 e 20 

15 + 7 i/r 

r = 3 \/25 + 10/5o*, F= J— — ffä; 

für das Ikosaeder: 

v/ 10 + 2/5 3/3 + /15 

= a, p «, 

T = 5 l/3a», F = «3 

Wir haben hier Alles durch die Kante a ausgedrückt; 
wäre nicht diese, sondern eine andere Grösse, z. B. r, gegeben, 
so würde man zunächst a durch r ausdrücken und den ge- 
fundenen Werth in die übrigen Formeln substituiren , was in 
allen Fällen sehr leicht ist. 
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FÜNFTES BÜCH. 
ITescriptive Greometrie. 


Einleitung. 


Wenn es darauf ankommt, ebene Figuren durch eine Zeich- 
nung zu veranschaulichen, so nimmt man die Ebene der Figuren 
selbst zur Ebene der Zeichnung und es bedarf dann nur des 
Ziehens von geraden Linien und der Construction von Kreisen 
oder Kreisbögen, um alle in der Planimetrie vorkommenden 
Figuren darzustollen. Wesentlich anders wird die Sache bei 
stereometrischen Gebilden ; im Raume selbst zu construiren, d. h. 
Modelle zusammenzufügen, ist, wenn auch sehr anschaulich, 
doch so mühsam, dass sich mit Nothwendigkeit die Frage auf- 
drängt, ob es nicht möglich sein würde, Raumgebilde durch 
Zeichnung in einer Ebene zu verainnlichen. Obschon die Frage 
ursprünglich von der Praxis, namentlich von der Baukunst und 
Maschinenlehre, abstammt, so wird sie doch zu einer theore- 
tischen und streng wissenschaftlichen, sobald man ihre Beant- 
wortung nicht der Willkühr des einzelnen Zeichners überlassen, 
sondern allgemein gütige Gesetze aufstellen will. Den Inbegriff 
dieser geometrisch begründeten (nicht beliebig emnnenen) Zeich- 
nungsmethoden nennt man die descriptive oder darstellende 
Geometrie; sie zerfällt, wie sich nach dem Gesagten erwarten 
lässt, in zwei Haupttheile; einen theoretischen und einen prak- 
tischen; der erate giebt die wissenschaftliche Begrändung der 
Methoden nebst den Auflösungen der Fundamentalprobleme, der 
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zweite enthält die mannigfaltigen Anwendungen zur bildlichen 
Darstellung von Gegenständen des praktischen Lebens (Bauwerken, 
Maschinen etc.). Im folgenden beschränken wir uns auf den 
theoretischen Theil. 

Es ist unmittelbar einleuchtend, dass man den sinnlichen 
Eindruck einer Eaumgestalt am genauesten wiedergiebt, wenn 
man den physikalischen Prozess des Sehens nachzuahmen ver- 
steht; mittelst des Gesetzes der geradlinigen Fortpflanzung des 
Lichtes ist dies aber geometrisch möglich. Denken wir uns 
nämlich von allen Punkten eines Körpers gerade Linien (Licht- 
strahlen) nach einem ausserlialb des Körpers liegenden Punkte 
(dem Auge) gezogen und den erzeugten Strahlenbüschel von 
einer zwischen Punkt und Körper aufgestellten Ebene durch- 
schnitten, so entsteht auf letzterer ein genaues Bild des Körpers, 
die sogenannte perspectivische Abbildung oder Cen- 
tralprojection desselben; umgekehrt empfängt ein in dem 
festen Punkte, dem sogenannten Projectionscentrura, befindliches 
Auge die von dem Bilde ausgehenden Lichtstrahlen ganz in 
derselben Weise, als wenn sie von dem Körper herkämen, und 
es muss folglich der optische Eindruck, mithin auch die An- 
schaulichkeit, in beiden Fällen dieselbe sein. Obschon nun die 
perspectivische Abbildung die naturgetreuste und daher die ein- 
zige für die Malerei brauchbare ist, so leidet sie doch an dem 
wesentlichen üebelstande, dass sie die meisten Theile des Körpers 
nicht in ihrer wahren Grösse, sondern verkürzt erscheinen lässt, 
und dass es eben deswegen, wenn auch nicht unmöglich, doch 
mnständlich ist, die wahren Dimensionen des Objectes aus der 
Zeichnung herauszufinden. Diese Unbequemlichkeit, welche be- 
sonders dann sehr fühlbar wird, wenn eine Zeichnung als Norm 
für eine auszuführende Arbeit dienen soll, bedingt eine Modi- 
fication des obigen Verfahrens; sie besteht darin, dass man die 
von allen Punkten des Körpers ausgehenden Geraden (die Licht- 
strahlen oder projicirenden Linien) nicht in einem Punkte con- 
vergiren, sondern einander parallel gehen lässt, also das Projec- 
tionscentrum in unendliche Entfernung setzt. Durchschneidet 
man diesen Parallelstrahlenbüschel wiederum mittelst einer Ebene, 
so entsteht auf letzterer die sogenannte Parallelprojection 
des Körpers; in dem besonderen Falle, wo die Richtung der 
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projicirendeii Linien senkrecht zur Ebene der Projectiou ist, 
erhält man die sogenannte rechtwinklige Projection (Ortho- 
gonalprojection), die oft auch schlechtweg Projection heisst, 
weil sie am häufigsten vorkommt. 

Nach diesen Erklärungen versteht es sich von selbst, dass 
die theoretische descriptivo Geometrie in zwei Haupttheile zer- 
fallt, von denen der eine die Parallelprojection, der andere die 
perspectivische Projection betrachtet; da die erste Projections- 
weise die otlenbar einfachere ist, so stellen wir ihre Theorie voran. 


Cap. X. 

Die Parallelprojection. 

§ 60 . 

Die Projection eines Punktes. 

Zufolge des i)i der Einleitung Gesagten ist die rechtwink- 
lige Projection eines Punktes auf eine Ebene nichts Anderes 
als der Fusspunkt des von dem Punkte auf die Ebene herab- 
gelassenen Perpendikels; letzteres heisst der Projectionsstrahl 
des Punktes oder auch die projicirende Gerade. Da sich von 
einem gegebenen Punkte auf eine gegebene Ebene nur eine 
Senkrechte fällen lässt, so ist durch Punkt und Ebene auch die 
Projection des Punktes vollständig bestimmt. Diesen Satz darf 
man aber nicht umkehren; wenn nämlich in einer Ebene ein 
Punkt F' gegeben ist, welcher die Projection eines im Kaume 
liegenden Punktes P sein soll, so kann der letztere willkühr- 
lich auf der durch F' gehenden Normale der Ebene gewählt 
werden; F' stellt daher die gemeinschaftliche Projection einer 
unendlichen Menge von Punkten dar, welche sämmtlich auf der 
genannten Normale liegen. Die Bestimmung eines Punktes P 
im Kaume durch seine Projection erfordert daher entweder die 
Kenntniss von P' und der Länge P'P, oder, was gewöhnlicher 
ist, die Kenntniss von zwei seiner Projectionen auf zwei ver- 
schiedene Ebenen. Dies geschieht auf folgende Weise. 
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Man denkt sich zwei zu einander senkrechte Ebenen , die 
horizontale und die verticale Projectionsebene, deren 
Durchschnitt die Grundlinie heissen mag, und projicirt den 
Punkt P im Raume auf beide Ebenen; seine Projection auf die 
erste Ebene wird die Horizontalprojection von P genannt 
und mit P' bezeichnet, die Projection auf die zweite Ebene 


Fig. 139. 



heisst seine Vertical- 
projectiou P". Diese 
beiden Projectionen bestim- 
men die Lage des Punktes 
P im Raume ; durch P' 
^ und P' kann nämlich eine 
zur Grundlinie O1O2 senk- 
rechte Ebene gelegt werden, 
und wenn M ihren Durchschnitt mit O1O2 bezeichnet, so er- 
scheint P als Ecke eines Rechtecks PMP'P, dessen Seiten die 
bekannten Entfernungen PM und P'M sind. 

Um nun dieser räumlichen Figur eine Construction in der 
Ebene substituiren zu können, denken wir uns beide Projections- 
Pig. 140 . ebenen so weit um die Grundlinie gedreht, 
bis sie in eine Ebene zusammenfallen, und 

M" p" nehmen letztere zur Ebene der Zeiclmung. 

Zieht man, wie es allgemein üblich ist, die 
Grundlinie horizontal, so repräsentirt der 
unterhalb der Grundlinie liegende Theil der 
Zeichnungsebene die horizontale, der ober- 
ipf halb befindliche die verticale Projections- 
ebene. Die Gerade PP", d. h. die Ver- 
bindungslinie der Projectionen, steht jederzeit senkrecht zur 
Grundlinie, also vertical, und schneidet dieselbe in einem Punkte 
M derart, dass MP' die Entfernung des Punktes von der Ver- 
ticalebene, und MP" seine Entfernung von der Horizontalebene 
angiebt. 

Die Vollständigkeit erfordert übrigens, dass man sich die 
beiden Projectionsebenen in ihrer ganzen unendlichen Ausdehnung 
(nicht halbbegränzt durch die Grundlinie) vorstelle; man hat 
daher an der Horizontalebene eine vordere und hintere Seite, 
ebenso an der Verticalebene eine obere und untere Hälfte zu 


pT--- 


M,\ 


^1 


M 
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unterscheiden; zufolge der um die Grundlinie vorgeuommenen 
Drehung fallt dann die Vorderseite der Horizontalebene mit der 
unteren Hälfte der Verticalebene , und in gleicher Weise der 
obere Theil der Verticalebene mit der Hinterseite der Horizontal- 
ebene zusammen. Demgemäss muss mau sich die Ebene der 
Zeichnung als eine aus der Aufeinanderlagerung zweier Ebenen 
entstandene Doppelebene vorstellen; doch ist hierbei eine Ver- 
wechselung nicht zu fürchten, weil die vorhin angegebene Be- 
zeichnungsweise der Punkte bei consequenter Durchführung 
immer sicher entscheidet, zu welcher der beiden aufeinander 
liegenden Ebenen jeder Punkt gehört. Findet mau z. B. einen 
über der Grundlinie liegenden Punkt mit nur einem Accent 
versehen, so erkennt man augenblicklich, dass derselbe nicht als 
Verticalprojection, sondern als die auf die hintere Seite der 
Horizontalebene gefallene' Horizontalprojection eines Punktes im 
Baume anzusehen ist. 

Man kommt häufig in den Fall, noch eine dritte Projection 
des Punktes P in die Zeichnung aufiiehmen zu müssen. Der 
dritten Projectionsebene giebt man dann eine zu den schon vor- 
handenen Ebenen senkrechte Lage, nennt sie die seitliche 
Verticalebene und bezeichnet die auf sie fallende Projection 
von P mit P'". Um sie gleichfalls in der Ebene der Zeich- 
nung anbringen zu können, denkt man Sich die seitliche Vertical- 
ebene um ihren Durchschnitt mit der ersten Verticalebene ge- 
dreht, bis sie mit letzterer in eine Ebene zusammenfallt, und 
stellt sie dann neben die Zeichnung der Verticalebene. Da die 
Projectionen F’ und P" die Lage des Punktes P im Baume 
schon bestimmen, so muss sich P"' aus P' und P" ableiten 
lassen; in der That ist P die Ecke eines rechtwinkligen Paral- 
lelepipedes, dessen Kanten die Entfernung des P von den drei 
Projectionsebenen darstellen; kennt man also den Punkt N, in 
welchem die seitliche Verticalebene die Grundlinie schneidet, so 
sind PP"' = NM, PF' = NM', PP' = NM" jene Kan- 
ten, und NMFM', NMF'M", NM'F"M" die in die Projec- 
tionsebenen fallenden Seitenflächen des Parallelepipedes , welche 
bei den erwähnten Drehungen der Projectionsebenen ihre Grössen 
nicht ändern und daher unmittelbar construirt werden können. 
Das Verfahren ist: Durch den Punkt N, in welchem die seitliche 
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Verticalebene die scheu vorhandene Verticalehene schneidet, zieht 
man eine verticale Gerade (den Durchschnitt der beiden Vertical- 
Fig. 140. ebenen), ferner P'M' || F"M" || MN, nimmt 
2VJ/i = NM' (damit beim Zusammenlegen 

m"_ P“ der Ecke an N der Punkt Mi wieder mit 

M' Zusammenfalle) und construirt das Recht- 
eck NMiF"M" aus den Seiten NMi — MF 
und NM" = MF'. Eben so leicht würde 
I es sein, aus irgend zwei anderen der Pro- 

Ip» jectionen F, P", F" die dritte Projection 

herzuleiten. 

Wenn ein ganzes System von Punkten, z. B. ein Körper, 
auf drei unter einander senkrechte Ebenen projicirt wird, so 
entstehen drei verschiedene Ansichten desselben; in der Praxis 
führen diese häufig etwas andere Namen, ohne sonst irgend 
davon veischieden zu sein; die Horizontalprojection heisst ge- 
wöhnlich Grundriss oder Vogelansicht, die Verticalprojec- 
tion Aufriss oder Frontalansicht, und die seitliche 
Verticalprojection Profil oder Seitenansicht. 


M'\ 


§ 61. 

Die Projectione« und Spuren der Geraden. 

Lässt man von allen Punkten einer Geraden Senkrechte 
auf eine Ebene herab, so liegen alle jene Perpendikel in einer 
Ebene, der sogenannten projicirenden Ebene; ihr Durchschnitt 
mit der gegebenen Ebene ist die Projection der gegebenen Ge- 
raden, und zwar wiederum eine Gerade. Dieser Bemerkung zu- 
folge sind die Projectionen einer Geraden, welche zwei durch 
ihre Projectionen bestimmte Punkte P und Q verbindet, sehr 
Fig. 139. leicht zu finden; die Ver- 

bindungslinie F Q' der Hori- 
zontalprojection jener Punkte 
ist die Horizontalprojection 
der Geraden FQ im Raume, 
ebenso F’Q" die Vertical- 
projection von FQ. Sind 
umgekehrt die beiden Pro- 
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jectionen einer Geraden gegeben, so ist auch diese selbst völlig 
bestimmt, weil es alle ihre einzelnen Punkte, wie z. B. P, Q . . . 
sind. 

Die vorige Bestimmung der Geraden durch zwei Punkte 
führt von seihst auf die Aufgabe, „die Entfernung zweier 
durch ihre Projectionen gegebenen Punkte zu con- 
struiren“. Die Lösung derselben ergiebt sich durch Betrach- 
tung einer der Ebenen, welche die Gerade projiciren. Die Ebene 
z. B., wodurch PQ auf die Verticalebene projicirt wird, enthält 
das Viereck PQQ"P", in welchem zwei rechte Winkel {Z.P"Q”Q 
und Z Q"P"P) und die drei bekannten Seiten P"Q " , P"P 
= MF und Q"Q = NQ' ver- 
kommen, das also leicht zu con- 
struiren ist. Am bequemsten ge- 
schieht dies dadurch, dass man sich 
das Viereck PQQ"F' und F'Q" 
gedreht denkt, bis seine Ebene mit 
der Verticalebene zusammenfällt; 
die Construction in einer Ebene er- 
fordert dann nichts weiter, als die 
Geraden P"P = MF und Q"Q 
= NQ' senkrecht auf F'Q" zu errichten, wo nun PQ die ge- 
suchte Entfernung in ihrer wahren Grösse ist. Ebenso kann 
man sich das Viereck PQQ'F um FQ' gedreht denken, bis 
seine Ebene mit der Horizontalebene zusammenfällt, und dann 
besteht die Construction darin, dass man auf FQ' in P' und 
Q' Senkrechte errichtet, deren erste = MF', deren zweite 
= NQ" ist, und die Endpunkte dieser Perpendikel durch eine 
Gerade verbindet. 

Bei hinreichender Verlängerung schneidet die Gerade PQ 
im Allgemeinen beide Projectionsebenen ; die entstehenden 
Durchschnittspunkte heissen die Spuren (Tracen) der Ge- 
raden, und zwar ihre Horizontal- oder Verticalspur, je nachdem 
der Durchschnitt die horizontale oder verticale Projectionsebene 
betraf. Man kann auch sagen, die Horizontalspur einer Ge- 
raden ist derjenige ihrer Punkte, dessen Entfernung von der 
Horizontalebene = 0 ist, die Verticalspur der Punkt der Ge- 
raden, dessen Abstand von der Verticalebene = 0 ist, und es 


Fig. 141. 
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verdient diese Ausdrucksweise deswegen Beachtung, weil sie 
Fig. 142. unmittelbar zur Construction der Spuren 

führt. Für irgend einen Punkt P der 
Geraden giebt nämlich MP" seine Ent- 
fernung von der Horizontalebene und 
MP' seinen Abstand von der Vertical- 
ebene an, und es muss folglich für die 
Horizontalspur MP" — 0, für die Verticalspur MP' = 0 sein. 
Demgemäss findet man die Horizontalspur A der Geraden PQ 
dadurch, dass man P"Q" bis zum Durchschnitte A” mit der 
Grundlinie verlängert und durch A" eine Verticale bis zum 
Durchschnitte A mit P'Q' zieht; auf gleiche Weise gelangt 
man zur Verticalspur P, wenn man P'Q' bis zum Durchschnitte 
B' mit der Grundlinie verlängert und in B' eine Senkrechte 
errichtet, welche P"Q" in B schneidet. Umgekehrt können 
aus den Spuren einer Geraden auch deren Projectionen abge- 
leitet werden, was um so weniger einer weiteren Auseinander- 
setzung bedarf, als diese Aufgabe nur ein specieller Fall des 
allgemeineren Problemes der Bestimmung einer Geraden durch 
zwei Punkte ist. 

An das Obige knüpft sich die Frage nach der Lage der 
Geraden gegen die beiden Projectionsebenen , d. h. nach der 
Construction ihrer Neigungswinkel gegen diese Ebenen. 
Nun ist aber der Neigungswinkel einer Geraden gegen irgend 
eine Ebene einerlei mit dem Winkel, welchen die Gerade mit 
ihrer Projection auf diese Ebene einscbliesst, mithin der Winkel 
BAB' zwischen der Geraden AB und ihrer Horizontalprojection 
AB' der Neigungswinkel von AB gegen die Horizontalebene, 
auf gleiche Weise Z ABA" der Neigungswinkel von AB gegen 
die Verticalebene. Denkt man sich das rechtwinklige Dreieck 
BAB' durch Drehung um AB' in die Horizontalebene umge- 
legt, so besteht die Construction sehr einfach darin, dass man 
B'C — B'B senkrecht auf AB' errichtet und AC zieht, wo 
nun Z B'AC der Neigungswinkel gegen die Horizontalebene 
ist; auf ähnliche Weise würde man den Neigungswinkel gegen 
die Verticalebene erhalten, wenn man A"D = A"A senkrecht 
auf A"B stellen und BB ziehen wollte. 

Die bisher allgemein gehaltenen Betrachtungen erleiden 



Digitized by Googlei 




eini"p Modificationen, wenn die Gerade AB eine specielle Lage 
annimmt; ist sie z. B. senkreclit zur Horizontalebene, so de- 
generirt ihre Horizontalprojection zu einem blossen Punkte, 
welcher zugleich ihre Horizontalspur ist; ihre Verticalprojection 
steht senkrecht auf der Grundlinie und geht, hinreichend ver- 
längert, durch die Horizontalspur; die Verticalspur fallt in’s 
Unendliche. Ganz ähnlich sind die Erscheinungen, wenn die 
Gerade senkrecht zur Verticalehcne, oder wenn sie normal zur 
seitlichen Verticalehcne, d. h. imrallel zur Grundlinie ist. Liegt 
ferner die Gerade parallel zur Horizontalehene, ohne normal zu 
einer der Vcrticalehenen zu sein, so ist ihre Verticalprojection 
parallel zur Grundlinie und ihre Horizontalprojection schliesst 
mit der Gnindlinie denselben Winkel, wie die Gerade selber 
ein; Achnliches erfolgt, wenn die Gerade parallel zur Vertical- 
ehene liegt; in beiden Fällen rückt eine der Spuren in’s Un- 
endliche hinaus. Auch hei derjenigen Lage der Gcradeh, wo 
beide .Spuren in endlichen Entfernungen liegen, wie wir es im 
Allgemeinen voraussetzten, sind hinsichtlich der Lagen der Spuren 
mancherlei Fülle möglich ; so können z. B. beide Spuren unter 
oder beide über die Grundlinie fallen, w’ie man ohne Mühe 
findet, wenn man beide Projectionen der Geraden alle möglichen 
Lagen gegen die Grundlinie annehmen läs,st. 

§ C2. 

Zwei Gerade. 

Bei zwei Geraden bedarf es zunächst der Unterscheidung, 
ob dieselben parallel sind oder nicht, und im letzteren Haupt- 
falle der weiteren Distinction, ob sie einen oder keinen Punkt 
gemein haben. v 

I. Parallele Gerade. Projicirt man zwei parallele 
Gerade auf irgend eine Ebene, so sind aus nabe liegenden Grün- 
den die projicirenden Ebenen gleichfalls parallel und mithin sind 
es auch ihre Durchschnitte mit der Projectionsebene, d. h. die 
Projectionen der beiden Geraden. Auf die Horizontal- und Ver- ' 
tical))rojectionen der beiden Geraden angewendet giebt dies den. 

jjJt 
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Satz, dass die gleichnamigen Projectionen zweier Parallelen 
wiederum parallel laufen. Sind umgekehrt die gleichnamigen 
Projectionen zweier Geraden AB und CD parallel (A’B' || CD' 
und A"B" II C"D"), so müssen auch AB und CD selber pa- 
rallel sein, wie man leicht findet. 

Hierauf gründet sich eine einfache descriptive Lösung der 
Aufgabe: „durch einen gegebenen Punkt P eine Pa- 
rallele zu einer gegebenen Geraden AB zu legen“. 
Sind nämlich P' und P" die Projectionen des Punktes, A'D' 
und A"B" die der Geraden, so zieht man durch P' eine Ge- 
rade CD' II A'B' und durch P" eine Gerade C"D" || A"B " ; 
die Geraden CD' und C'D" sind dann die Projectionen der 
verlangten Parallelen. 

Die Entfernung zweier parallelen Geraden lässt sich 
gleichfalls leicht finden; die Spuren A und B der ersten Ge- 
raden bestimmen nämlich mit den Spuren C und D der zweiten 
Geraden zusammen ein Trapez, dessen Ebene durch die beiden 
Parallelen AB und CD bestimmt wird; 
die Höhe dieses Trapezes ist die gesuchte 
Entfernung der Parallelen. In einer Ebene 
kann jenes Trapez dadurch construirt wer- 
den, dass mau zunächst die Spuren der Ge- 
raden aufsucht, nachher die wahren Längen 
der Geraden AB und CD ermittelt und 
zuletzt das Trapez aus seinen vier Seiten AB, CD, AC, BD 
zusammensetzt, was weiter keine Schwierigkeit hat. 

Hieran knüpft sich eine einfache Lösung der Aufgabe: 
„die Entfernung eines Punktes von einer Geraden 
zu finden“; man legt nämlich durch den gegebenen Punkt 
eine Parallele zu der gegebenen Geraden und verfabii im 
TJebrigeu ganz wie vorhin. 

II. Zwei sich schneidende Gerade. Pxojicirt man 
zwei im Punkte S sich schneidende Gerade AB und CD, so 
erscheint S' als Durchschnitt von A'B' und CD', ebenso S" 
als Durchschnitt von A”B" und C'D"-, ausserdem haben S' 
und S", als Projectionen desselben Punktes, eine solche Lage, 
dass die Gerade S'S" senkrecht zur Grundlinie steht. Dieser 
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Satz kann leicht umgekehrt werden ; liegt nämlicli S', als 
Durchschnitt von Ä'B' und CD' be- 
trachtet, in einer Verticallinie mit dem 
Durchschnitte S" von A"B" und CD", 
so müssen sich auch die Qerjiden AB 
und CD selber in einem Punkte S 
schneiden, deren Projectionen S' und 
S" sind. 

Dies vorausgesetzt, entsteht die Frage nach dem Winkel, 
unter welchem sich die gegebenen Geraden AB und CD 
schneiden; eine Construction desselben ergiebt sich aus folgen- 
der Betrachtung. Die Verbindungslinie AC der Horizontal- 
spuren beider Geraden bestimmt mit und CS zusammen 
ein Dreieck ACS, in welchem der gesuchte Winkel ASC vor- 
kommt; dreht man dasselbe um AC herum, bis es in die Hori- 
zontalebene fallt, so bleiben die Punkte A und C fest, dagegen 
beschreibt die Spitze S einen Kreis, dessen Ebene normal zu 
AC, und dessen Centrum derjenige Punkt ist, in welchem die 
Ebene des Kreises die Gerade AC schneidet. Dieser Mittelpunkt 
sei T, mithin TS der Halbmesser, so ist TS' senkrecht zu 
AC, und der Halbmesser TS bildet die Hypotenuse eines recht- 
winkligen Dreiecks, dessen eine Kathete SS', d. h. die Höhe 
von S über der Horizontalebene, und dessen andere Kathete die 
Senkrechte S'T von S' auf die Verbindungslinie AC der Hori- 
zontalspuren ist. Die letztere Gerade 
liegt in der Horizontalebene und kann 
daher unmittelbar construirt werden, 
die Gerade SS' hat man bei der Zeich- 
nung in einer Ebene zwar nicht selber, 
wohl aber eine iht gleiche Linie, näm- 
lich die Entfernung der Verticalprojec- 
tion S" von der Grundlinie, und so 
ist dann die Construction folgende : man 
bestimmt die Horizontalspuren A und 
C der gegebenen Geraden, fällt von S' 
eine Senkrechte S'T auf deren Ver- 
bindungslinie AC, nimmt ferner auf 
der Verlängerung von S'T die Strecke 

Schidmilch, Geometrie II. 3. AuH. 
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Fig. 144. 
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TS gleich der Hypotenuse eines aus den Katheten MS" und 
S'T gebildeten rechtwinkligen Dreiecks und zieht die Gei-aden 
J.S, CS, welche den gesuchten Winkel einschliessen. — Statt 
der Horizontalspuren kann man auch die Verticalspuren B, D 
benutzen, indem man sich das Dreieck BBS und BB gedreht 
denkt, bis es mit der Verticalebene zusammenföllt ; die hierzu 
nöthige Construction ist der vorigen ganz analog und wird daher 
keiner besonderen Auseinandersetzung bedürfen. 

Die erwähnte Construction führt zur Lösung der Aufgabe: 
„durch einen gegebenen Punkt P eine Gerade so 
iu ziehen, dass sie eine gegebene Gerade AB unter 
einem vorgeschriebenen Winkel w schneidet“. Ver- 
bindet man zunächst einen beliebigen Punkt S der Geraden 
AB mit P durch die Gerade SP und nennt C, B die Spuren 
derselben, so kann man wie vorhin die Ebene ASP oder ASC 
in die horizontale (oder verticale) Projectionsebene umlegen, hier 
die Gerade PQ so ziehen, dass Z PQS = w wird (in der Figur 

ist dieser Winkel = 90“ genommen) 
und darauf die Ebene PQS in ihre 
ursprüngliche Lage im Baume zurück- 
bringen. Dies hat keine Schwierigkeit 
vermöge der Bemerkung, dass jeder 
Punkt der Ebene ASC sowohl beim 
Umlegen in die Horizontalebene als 
beim Zurückdrehen einen Kreis be- 
schreibt, dessen Ebene senkrecht zu 
AC ist, und folglich in der Horizon- 
talprojection sein Weg als eine zu 
AC senkrechte Gerade erscheint. Dem- 
gemäss legt man QQ' || SS' bis zum 
Durchschnitte Q' mit AS', lässt ferner 
von Q' eine Verticale aufsteigen, welche A"S" in Q" schneidet, 
und zieht endlich die Geraden P'Q' und F'Q". Diese sind 
die Projectionen der gesuchten Geraden, Q' und Q" die Pro- 
jectionen ihres Durchschnittes mit der gegebenen Geraden. Auch' 
die wahre Länge der Linie PQ lässt sich jetzt nach § 61 con- 
struiren. Für w = 90“ ist hiermit die Aufgabe gelöst: von 
einem gegebenen Punkte auf eine gegebene Gerade eine Senk- 
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rechte herabzulassen, den Fusspunkt und die Länge derselben 
zu bestimmen. 

III. Z wei sich nicht schneidende Gerade. Dem 
Vorigen zufolge giebt sich die kreuzende Lage zweier Geraden 
dadurch zu erkennen, dass der Durchschnitt ihrer Verticalpro- 
jectionen nicht vertical über dem Durchschnitte ihrer Horizon- 
talprojectionen liegt. Obschon die Geraden in diesem Falle 
keinen Punkt mit einander gemein haben, also auch unmittelbar 
keinen Winkel mit einander bilden, so bezeichnet man doch die 
Verschiedenheit ihrer Lage dadurch, dass man durch einen be- 
liebigen Punkt im Raume Pai’allelen zu den Geraden zieht und 
den Winkel zwischen den letzteren als den Winkel ansieht, 
unter welchem sich die Geraden kreuzen. Nach I. und II. dieses 
Paragi'aphen ist dieser Winkel leicht zu finden, und es wird 
die Construction am einfachsten, wenn man den willkührlichen 
Punkt in einer der gegebenen Geraden wählt. Was ferner die 
küi-zeste Entfernung beider Geraden anbelangt, so reichen die 
bisherigen Mittel zu ihrer Construction nicht aus; es bedarf 
hierzu der Anwendung der Ebene. 

Verbindungen von mehr als zwei Geraden, z. B. räumliche 
Polygone, können als fortlaufende Verbindungen je zweier Ge- 
raden betrachtet werden, und es genügen daher die über zwei 
Gerade entwickelten Lehren zur Ausführung der an räumlichen 
Liniensystemen vorkommenden Constructionen. 

§ 63 . 

Die Ebene und ihre Punkte. 

Eine allseitig begränzte Ebene lässt sich in einer Zeichnung 
dadurch kenntlich machen, dass man sie als Fläche eines Poly- 
gons ansieht und die Peripherie desselben projicirt, bei nnbe- 
gränzten Ebenen verliert aber dieses Mittel seine Brauchbarkeit; 
man bestimmt dann die Ebene durch ihre Spuren, d. h. durch 
die Geraden, in denen sie die Projectionsebenen schneidet. Hin- 
sichtlich der Lage dieser Spuren gegen die Grundlinie sind drei 
Fälle zu unterscheiden, welche auf die drei allein möglichen 
Lagen der Ebene gegen die Grundlinie zuräckkommen ; es kann 
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nämlich entweder die Grundlinie in der Ebene enthalten sein, 
oder ihr parallel liegen, oder endlich sie schneiden. 

I. Wenn die Ebene die Grundlinie in sich enthält, so 
fallen beide Spuren der Ebene mit der Grundlinie zusammen 
und die Lage der Ebene erscheint in der Zeichnung als unbe- 
stimmt und ist es in der That auch so lange, als nicht der 
Winkel angegeben wird, unter welchem die Ebene gegen die 
horizontale oder verticale Projectionsebene geneigt ist. Man 
bringt diesen Winkel dadurch zur Anschauung, dass man den 
Durchschnitt der Ebene mit einer seitwärts aufgestellten Ver- 
ticalebene, d. h. eine seitliche Verticalspur der Ebene hinzu- 
nimmt; in der Figur ist dieselbe durch OP'" bezeichnet, und 

der Winkel, welchen sie mit der 
Gnmdlinie bildet , stellt . den Nei- 
gungswinkel der Ebene gegen die 
horizontale Projectionsebene dar. 

Bezeichnen ferner P', P", P"' 
die drei Projectionen eines der Ebene 
angehörigen Punktes, so muss P'" 
auf der seitlichen Verticalspur der 
Ebene liegen, weil diese als die 
seitliche Verticalprojection der gan- 
zen Ebene gelten kann. Hieraus folgt 
eine sehr einfache Construction , vermittelst deren aus einer 
der drei Projectionen P', P”, P'" die beiden übrigen abgeleitet 
werden können. Die Figur zeigt die mehrmalige Anwendung 
dieser Construction zur Darstellung der Projectionen eines auf 
der Ebene liegenden Parallelogrammes. 

II. Wenn die Ebene und die Grundlinie einander parallel 
sind, so laufen auch die Spuren der Ebene parallel der Grund- 
linie; die Ebene ist in diesem Falle durch ihre Spuren unzwei- 
deutig bestimmt, weil überhaupt durch zwei parallele Gerade 
nur eine Ebene gelegt werden kann. Um die Neigungswinkel 
der Ebene gegen die Projectionsebenen kennen zu lernen, con- 
struiren wir noch eine seitliche Verticalspur der Ebene; denken 
wir uns nämlich durch 0 eine zur Grundlinie normale Ebene 
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gelegt, so ist ihr Uurchschnitt mit den Projectionsebeiien eine 
verticale durch 0 gehende Gerade und ihr Durchschnitt mit 
der Ebene die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen 
Katheten die auf jener Verticalen von der Pig 147, 

Horizontal- und Verticalspur gebildeten 
Abschnitte sind. Die Constructiou der 
seitlichen Verticalspur CBi hat nach dieser 
Bemerkung keine Schwierigkeit; die Win- 
kel, welche CBi mit irgend einer Hori- 
zontalen und mit irgend einer verticalen 
Geraden einschliesst , sind die Neigungs- 
winkel der Ebene gegen die horizontale und verticale Projec- 
tionsebene. 

Bezeichnen ferner B\ P", P'" die drei Projectionen eines 
Punktes der Ebene, so muss P'" auf die seitliche Verticalspur 
der Ebene zu liegen kommen, weil diese als die seitliche Ver- 
ticalprojection der ganzen Ebene gelten kann; hieraus folgt eine 
einfache Constructiou, vermittelst welcher aus einer der drei 
Projectionen P', P", P'" die beiden übrigen abgeleitet werden 
können. 

III. Wenn endlich die Ebene die Grundlinie schneidet, 

so bestehen ihre Spuren aus zwei Geraden AB und AC, die 

in irgend einem Punkte A der Grundlinie Zusammentreffen; 

die Ebene ist dann durch die beiden sich schneidenden Geraden 

AB und AC vollständig bestimmt. Em die Neigmigswinkel 
der Ebene gegen die beiden Projectionsebenen zu finden, denken 
wir uns zunächst durch eineu Punkt B Pig. 44^, 

der Horizontalspm' AB eine zu AB 
normale Ebene gelegt, welche die Ver- 
ticalspur in E und die Grundlinie in 
E' schneidet, wobei E' die Horizontal- 
projection von E darstellt. Man kennt 
nun die Gerade E'E unmittelbar, die 
Gerade E'D gleichfalls, weil sie auf AB senkrecht steht, folg- 
lich in dem rechtwinkligen Dreiecke BE'E den Winkel bei 
D, welcher der Neigungsw'inkel der Ebene gegen die Horizontal- 
ebene ist. Denkt man sich das Dreieck BE'E durch Drehung 
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um E'E in die Verticalebene umgelegt, so hat man folgende 
Construction in einer Ebene: Durch einen beliebigen Punkt 2> 
der Horizontalspur ÄP wird auf letzterer eine Senkrechte er- 
richtet, welche die Grundlinie in E' schneidet, ferner durch E' 


Fig. 149. 



eine Verticale bis zum Durchschnitte EJ 
mit der Verticalspur AC gezogen; ein 
aus den Katheten E'E und E’F = E'D 
gebildetes rechtwinkliges Dreieck E'FE 
enthält bei F den Neigungswinkel der 
Ebene gegen die Horizontalebene. Auf 
ähnliche Weise lässt sich der Neigungs- 
winkel der Ebene gegen die Vertical- 
ebene construiren. 


Sind P' und P" die Projectionen eines auf der Ebene ABC 
befindlichen Punktes P, so ist dieser erstens in einer durch P' 
und P" gehenden Verticalebene zu suchen, deren Durchschnitt 
mit der Grundlinie M heissen möge ; man kann sich ferner durch 
Fig. 150. P eine horizontale Hilfsebene gelegt 

denken, welche die gegebene Ebene 
ABC in einer Geraden BQ || AB schnei- 
det. Die Horizontalprojection P'Q' der 
letzteren liegt gleichfalls parallel zu 
AB, ausserdem ist Q'Q vertical und 
QF' horizontal. Behält man von allen 
entstandenen Hilfslinien nur diejenigen bei, welche in den beiden 
Projectionsebenen enthalten sind, so ergiebt sich folgende Con- 
struction: um aus der Horizontalprojection P eines der Ebene 
ungehörigen Punktes dessen Verticalprojection zu finden, lege 
man durch P eine zur Horizontalspur AB parallele Gerade, 
welche die Grundlinie in Q' schneidet, lasse ferner von Q' eine 
Fig. 151. Senkrechte bis zum Durchschnitte Q mit der 





Verticalspur AC aufsteigen und ziehe durch Q 
eine Horizontale, welche eine von P heranf- 
kommende Verticale in dem gesuchten Punkte 
P' schneidet. Kehrt man die Keihenfolge der 
beschriebenen Operationen um, so erhält man eine 
Construction zur Ableitung der Horizontalprojec- 
tion P aus der gegebenen Verticalprojection P'. 
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§ 64. 

Die Ebene und die Gerade. 

Wir können hier wiederum drei Fälle unterscheiden: die 
Gerade liegt entweder in der Ebene, oder parallel zu ihr, oder 
sie schneidet dieselbe in einem Punkte. 

I. Wenn eine Gerade {DE) in einer Ebene {ABC) ent- 
halten ist, so müssen die Spuren der Geraden in den gleich- 
namigen Spuren der Ebene liegen (D in AB und E in AC)\ 
hieraus ergiebt sich sofort ein Mittel, um aus der einen Pro- 
jection einer derartigen Geraden die andere Projection herzu- 
leiten. Bei gegebener Horizontalprojec- Fip. 14i>. 

tion bestimmt man zunächst ihre Durch- 
schnitte D mit der Horizontalspur AB 
und E' mit der Grundlinie, legt ferner 
durch D und E' Verticalen, deren erste 
die Grundlinie in D", deren zweite die 
Verticalspur AC m E schneidet, und 
zieht dann die gesuchte Verticalprojection D”E. Nicht minder 
leicht ist es, aus der Verticalprojection D"E die Horizontal- 
projection DE' abzuleiten. 

Die gegebenen Erörterungen liefern die Lösungen der folgen- 
den, die verschiedenen Bestimmungsweisen der Ebene betreffenden 
Aufgaben. 

a. Durch zwei sich schneidende oder parallele 
Gerade eine Ebene zu legen. Bezeichnen A und B die 
Spuren der ersten, C und D die der zweiten Geraden, so muss 
die Horizontalspur der gesuchten Ebene die Punkte A und C, 
ebenso die Verticalspur die Punkte B und D in sich enthalten; 
die Verbindungslinien AC und BD der gleichnamigen Spuren 
beider Geraden sind daher die Spuren der verlangten Ebene. 

Bei hinreichender Verlängerung müssen sich dieselben in einem 
Punkte der Grundlinie schneiden, was bei der Zeichnung eine 
Prüfung der Genauigkeit giebt. 

b. Durch einen Punkt und eine Gerade eine 
Ebene zu legen. Bezeichnen wiederum A und B die Spuren 
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der gegebenen Geraden, P' und P" die Projectioneii des gegebenen 
Punktes P, so kann mau diesen mit irgend einem Punkte ^ der 
Geraden AB verbinden und nachher ganz wie vorhin verfahren. 
Am bequemsten ist es meistentheils, den Punkt Q in unendlicher 
Entfernung zu wählen, d. h. durch P eine Parallele zu AB 
zu legeu (§ 62, I.), deren Spuren C und B heissen mögen; 
die Geraden A.C und BD sind dann die Spuren der gesuchten 
Ebene und müssen in einem Punkte der Grundlinie zusamnien- 
treften. 

c. Durch drei gegebene Punkte eine Ebene zu 
legen. Die gegebenen Punkte mögen P, Q, R, ihre Projec- 
tionen P, P", Q', Q", R', R" heissen; die Geraden P'Q' und 
P"Q” sind die Projectioneii von PQ, ebenso P'R' und P"P" 
die von PR ; die Geraden PQ und PR schneiden sich in einem 
Punkte P, und daher sind nach a. die Verbindungslinien ihrer 
gleichnamigen Spuren die Spuren der verlangten Ebene. Ausser 
der Controle, dass die Spuren der Ebene durch einen und den- 
selben Punkt der Grundlinie gehen müssen, giebt es hier noch 
eine zweite; zieht man nämlich auch QR, so müssen die Spuren 
dieser Geraden in die bereits construirten Spuren der Ebene 
fallen, weil die Gerade QR von selbst in der Ebene liegt. 

fl. Wenn zweitens die Gerade der Ebene parallel ist, so 
muss eine Gerade, welche durch einen beliebigen Punkt der 
Ebene parallel zu jener Geraden gelegt wird, ganz in der Ebene 
enthalten seiu ; mau hat an diesem Satze ein leicht anwendbares 
Kennzeichen, um zu entscheiden, ob eine durch ihre Projectionen 
bestimmte Gerade in einer mittelst ihrer Spuren gegebenen 
Ebene liegt oder nicht. Zugleich knüpft sich hieran die Lösung 
der Aufgabe: 

d. Durch einen gegebenen Punkt eine Ebene 
parallel zw'ei sich nicht schneidenden Geraden zu 
legen. Zieht man durch den gegebenen Punkt Paralleleu zu 
den gegebenen Geraden (§ 62, 1.), so hat man zwei sich schnei- 
dende Gerade und kann jetzt nach Aufgabe a. die Spuren der 
gesuchten Ebene construiren. 
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III. Jede einer Ebene nicht parallele Gerade ; schneidet 
dieselbe in einem Punkte, und es handelt sich zunächst darum, 
den Durchschnitt der Ebene und der Geraden zu be- 
stimmen. Dazu führt folgende Be- Fig. 152. 

trachtung. Die Gerade GP und ihre 
Horizontalprojection G'F liegen in 
einer zur Horizontalebeue senkrechten 
(der projicirenden) Ebene GPP'G', 
welche die gegebene Ebene ABC in 
einer Geraden DE schneidet; diese 
Durchschnittslinie besitzt die zwei 
Eigenschaften, dass ihre Horizontalprojection einerlei mit der 
Horizontalprojection von GP ist, und dass ihre Spuren in den 
Spuren der gegebenen Ebene liegen. Vermöge dieser beiden 
Bedingungen kann die Gerade DE leicht construirt werden ; ihr 
Durchschnitt mit GP ist dann der Durchschnitt von GP und 
der gegebenen Ebene ABC. Dies giebt folgendes Verfahren: 
Man betrachte die Horizontalprojection der gegebenen Geraden 
zugleich als Horizontalprojection E'D einer Fig. 153. 
zsveiten in der gegebenen Ebene befindlichen 
Geraden und bestimme deren Verticalprojec- 
tion D”E ; der Durchschnitt dieser Geraden 
mit der Verticalprojection der gegebenen 
Geraden ist die Verticalprojection P" des 
gesuchten Punktes, dessen Horizontalprojec- 
tion P' vertical unter P" auf der Geraden 
DE' liegt. Statt von der Horizontal- 
projection der gegebenen Geraden kann man auch von ihrer 
Verticalprojection ausgeheu, sie als gleichzeitige Verticalprojection 
einer in der Ebene liegenden Geraden ansehen und den Durch- 
schnitt dieser Hilfslinie und der ursprünglichen Geraden auf- 
suchen; man erhält damit eine zweite Construction , die aber 
insofern keine neue ist, als sie nur auf eine Vertauschung der 
Projectionsebenen hinauskommt. 

Eine Anwendung des Vorigen ist die Lösung der Aufgabe: 

e. Durch einen gegebenen Punkt P eine Gerade 
zu ziehen, welche zwei gegebene, nicht in einer 
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Ebene befindliche Gerade gi und gt schneidet Nach 
Aufgabe h kann man durch P und gi eine Ebene E legen und 
nachher den Durchschnitt Q von E mit g^ aufsuchen; die Ge- 
rade EQ ist die gesuchte Linie. 

Wir kehren noch einmal zur Betrachtung der Geraden und 
der Ebene zurück, um die Lage der Geraden gegen die 
Ebene, d. h. den Neigungswinkel zwischen beiden zu bestimmen; 
wir untersuchen dabei zunächst den wichtigen speciellen Fall 
der senkrechten Lage. 

Wenn die Gerade GE normal zur Ebene ABC ist, so steht 
die Ebene GEE'G' nicht nur auf der horizontalen, sondern auch 
auf der Ebene ABC senkrecht, weil GEE'G' die Normale GE 
Fig. 152. in sich enthält ; aus der gleichzeitigen 

rechtwinkligen Lage von GEE'G' ge- 
gen die genannten Ebenen ABE' 
und ABC folgt weiter, dass GEE'G' 
auch normal zu dem Durchschnitte 
AB der letzteren Ebene ist, und dass 
mithin E'G' und AB sich unter einem 
rechten Winkel schneiden. Man drückt 
dies gewöhnlich in der Formel aus: „Wenn eine Gerade normal 
zu einer Ebene ist, so steht die Horizontalprojection der Geraden 
senkrecht auf der Horizontalspur der Ebene“; eine ähnliche und 
nicht minder einfache Betrachtung zeigt, dass unter derselben 
Voraussetzung auch die Verticalprojection der Geraden senkrecht 
auf der Verticalspur der Ebene steht. — Hieran knüpfen sich 
die beiden folgenden Aufgaben. 



f. Durch einen gegebenen Punkt eine Normale 
zu einer gegebenen Ebene zu legen. Sind P' und E" 
die Projectionen des Punktes, AB und AC die Spuren der 
Ebene, so zieht man durch P' eine Senki-echte zu AB, sowie 
durch E" eine Senkrechte zu AC-, diese beiden Perpendikel 
sind die Projectionen der gesuchten Normale. Bestimmt man 
den Durchschnitt Q der Normale mit der Ebene, so ist Q die 
Projection von P auf die gegebene Ebene; dieses Verfahren lässt 
sich für beliebig viele gegebene Punkte P, Pi , P^ . . . wieder- 
holen, also überhaupt jede räumliche Figur auf eine gegebene 
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Ebene projiciren. Legt man endlich diese Ebene durch Drehung 
um ihre Horizontalspur in die Horizontalebene um, indem man 
auf jeden der Punkte P, Pj, . . . die in § 62, II. für S an- 

gegebene Construction anwendet, so erhält man jene Projection 
Ql Qii Qi ■ ■ • in ihrer wahren Gestalt; dies ist die vollständige 
descriptive Lösung des Problems: aus zwei Projectionen eines 
Rauingebildes jede weitere Projection desselben auf irgend eine 
andere Ebene abzuleiten. 

(j. Durch einen gegebenen Punkt eine Normal- 
ebene zu einer gegebenen Geraden zu legen. Durch die 
Horizontalprojectiou P' des gegebenen Punktes zieht man vorerst 
eine Gerade senkrecht zur Horizontalprojectiou G'H' der ge- 
gebenen Geraden und bestimmt den Punkt Q\ in welchem jenes 
Perpendikel die Grundlinie schneidet; ferner errichtet man in Q' 
eine Verticale und schneidet sie durch eine 
von P" ausgehende Horizontale, wodurch 
der Punkt Q erhalten wird. Legt man 
endlich durch Q eine Gerade CQA senk- 
recht zur Verticalprojection G"H" der ge- 
gebenen Geraden und zieht nachher von dem 
Punkte A, in welchem CQ die Grundlinie 
trifft, eine Gerade AB || BQ' (also senkrecht 
zu G'H'), so sind AB und AC die Spuren 
der verlangten Normalebene. Einerseits er- 
hellt nämlich aus der Construction, dass der Punkt Q auf der 
entstandenen Ebene liegt (§ 63), andererseits folgt aus der 
senkrechten Lage von AB gegen G'H' und von AC gegen 
G"H", dass die Ebene normal zur gegebenen Geraden ist. 

Nach diesen Vorbereitungen kann der Neigungswinkel einer 
beliebigen Geraden gegen eine beliebige Ebene leicht construirt 
werden. Man lässt nämlich von einem beliebigen Punkte der 
Geraden eine Senkrechte auf die Ebene herab und bestimmt 
nach § 62 den Winkel zwischen der urspiiinglichen Geraden 
und diesem Perpendikel; der gesuchte Neigungswinkel ist dann 
das Complement des soeben bestimmten Winkels. 


Fig. 154. 
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§ 65. 

Zwei Ebenen. 

Der bisherigen Beti’achtungsweise entsprechend untei-schei- 
den wir die beiden Fälle der parallelen und der nicht parallelen 
Lage zweier Ebenen. 

-I. Parallelebenen. Da zwei imrallele Ebenen jede 
dritte Ebene in parallelen Geraden schneiden, so folgt augen- 
blicklich, dass die gleichnamigen Spui’en derartiger Ebenen pa- 
rallel laufen, wobei wir der Vollständigkeit wegen nicht nur 
die Horizontal- und Vertical-, 'sondern auch die seitlichen Ver- 
ticalspuren betrachten. Ebenso müssen umgekehrt zwei Ebenen 
parallel liegen, wenn die drei Paare der gleichnamigen Spuren 
parallel sind. Um dies aber genauer zu erörtern, haben wir 
die beiden Fälle zu unterscheiden, ob die Ebenen die Grund- 
linie schneiden oder nicht. Findet das Erste statt, wobei die 
Spuren der einen Ebene mit AB, AG, BC und die der 
anderen mit AiBi, AiCi, BiCi bezeichnet werden mögen, so 
ist aus nahe liegenden Gründen die letzte der Bedingungen 
AB\\AiBy, AC\\AiCi, BC\\BiCi eine Folge der beiden 
ersten und man hat daher den einfacheren Satz: zwei die 
Grundlinie schneidende Ebenen sind parallel, wenn sowohl ihre 
Horizontal-, als ihre Vcrticalspuren parallel laufen. Im zweiten 
Falle sind die beiden Ebenen nicht nur einander, sondern auch 
der Grundlinie parallel, ihre Durchschnitte A und Ai mit letz- 
terer fallen in’s Unendliche und die vier Geraden AB, AiBi, 
AG, AiGi sind sammt und sondern Parallelen zur Grundlinie. 
Von den erwähnten drei Bedingungen ist jetzt die zweite eine 
Folge der ersten, die dritte Bedingung bleibt selbstständig, und 
es muss daher heissen: zwei der Grundlinie parallele Ebenen 
sind einander parallel, wenn es ihre seitlichen Verticalspuren sind. 

Die Entfernung zweier Parallelebenen bestimmt sich 
dadurch, dass man von einem beliebigen Punkte P der einen 
Ebene ein Pei'pendikel auf die andere herablässt und dessen 
Fusspunkt Q aufsucht; die Gerade PQ, deren wahre Länge 
nach § 61 construirt wird, ist dann der gesuchte Abstand. 

Die obigen Erörterungen führen zur Lösung der Aufgabe: 
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a. Durch einen gegebenen Punkt eine Ebene 
parallel einer gegebenen Ebene zu legen. Bezeichnen 
AB und AC die Spuren der gegebenen Ebene, P' und P" 
die Projectionen des gegebenen Punktes, so zieht man durch P' 
eine Gerade parallel zu AB bis zum Durchschnitte Q' mit 
der Grundlinie, ferner durch Q' eine Verticale, welche eine von 
P" ausgehende Horizontale in Q schneidet, endlich durch Q 


eine Gerade C^Ai || CA und durch -Ii 
eine zweite Gerade AiBi || AB. Zu- 
folge der Construction liegt nämlich P 
auf der Ebene AiBiCi und ist letztere 
zugleich parallel zu ABC. Wenn die 
gegebene Ebene ABC der Grundlinie 
paiullel ist, so erleidet das angeführte 
Verfahren eine kleine Modification, die 
man leicht finden wird. 


Fig. 155. 



II. Nichtparallele Ebenen. Der Durchschnitt 
zweier nicht parallelen Ebenen ist eine Gerade, von der man 
sagen kann, dass sie in beiden Ebenen zugleich liegt, deren 
Spuren folglich sowohl in den Spuren der ersten, als in denen 
der zweiten Ebene enthalten sein müssen; man erkennt hieraus, 
dass die Spuren der Durchschnittslinie 
die beiden Punkte sind, in denen sich 
die gleichnamigen Spuren beider Ebenen 
schneiden. Wenn also die Horizontal- 
spuren AB und AiBi zweier Ebenen 
sich im Punkte G, ihre Verticalspuren 
AC und AiCi im Punkte H schneiden, 
so ist G die Horizontal- und H die Ver- 
ticalspur der Durchschnittslinie , deren 
Projectionen nunmehr leicht zu con- 
struireu sind. 

Um ferner die gegenseitige Lage, d. h. den Neigungswinkel 
der beiden Ebenen kennen zu lernen, braucht man nur von einem 
willkührlich im Kaume gewählten Punkte Normalen auf die 
Ebenen herabzulassen und den Winkel zwischen diesen Nor- 
malen zu construiren; letzterer ist der gesuchte Neigungswinkel. 
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Besondere Aufmerksamkeit verdient noch die senlfrechte 
Lage zweier Ebenen, wobei zu bemerken ist, dass eine Ebene 
AiBiCi auf einer anderen ABC senkrecht steht, wenn die 
Spuren AiBi und AiCi durch die Spuren irgend eines auf 
ABC errichteten Perpendikels hindurchgehen. Hieran knüpfen 
sich folgende Aufgaben. 

h. Durch eine gegebene Gerade eine Normal- 
ebene zu einer gegebenen Ebene zu legen. Von der 
gegebenen Geraden sucht man zunächst die Spuren, welche D 
und E heissen mögen; ferner lässt man von irgend einem 
Punkte P der gegebenen Geraden eine Senkrechte auf die ge- 
gebene Ebene herab und bestimmt die Spuren G und H dieses 
Perpendikels. Die gesuchte Ebene muss nun die Gei-aden DE 
und GH in sich enthalten, ihre Spuren sind folglich die Ge- 
raden DG und EH, welche sich bei gehöriger Verlängerung 
in einem Punkte der Grundlinie schneiden. 

c. Durch zwei gegebene Punkte eine Normal- 
ebene zu einer gegebenen Ebene zu legen. Verbindet 
man die gegebenen Punkte durch eine Gerade, so kommt diese 
Aufgabe völlig auf die vorhergehende zurück. 

d. Durch einen gegebenen Punkt eine Ebene zu 
legen, welche einer gegebenen Geraden parallel und 
senkrecht zu einer gegebenen Ebene ist. Die Spuren 
der letzteren Ebene mögen AB und AC, die Spui'en der Ge- 
raden D und E, die Projectionen des gegebenen Punktes P' 
und P" heissen; construirt man zunächst die Spuren G und 
H der Geraden, welche durch den gegebenen Punkt parallel 
zu DE geht und ferner die Spuren J, K einer von P auf 
ABC herabgelassenen Senkrechten, so sind GJ und HK die 
Spuren einer Ebene, die jene Parallele und diese Normale ent- 
hält, also den vorgeschriebenen Bedingungen genügt. 

e. Die kürzeste Entfernung zweier nicht in 
• einer Ebene liegenden Geraden zu construiren. Die 

Spuren der ersten Geraden mögen A und B, die der zweiten 
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C uud D heissen; legt man durch irgend einen Punkt von 
AB eine Parallele zu CD und nennt Ci, Di ihre Spuren, so 
sind ACi und BDi die Spuren einer Ebene, welche die erste 
Gerade in sich enthält und der zweiten Geraden parallel liegt. 
Ferner lässt sich nach Aufgabe i. eine Ebene construiren, welche 
die Gerade CD in sich enthält und auf der vorhin erwähnten 
Ebene {ACiBDi) senkrecht steht; der Durchschnitt dieser neuen 
Ebene mit der Geraden AB giebt den einen Endpunkt der 
kürzesten Entfernung beider Geraden ; der andere Endpunkt findet 
sich dadurch, dass man in dem ersten Punkte auf der Ebene 
ACiBDi eine Normale errichtet und ihren Durchsclmitt mit 
CD bestimmt. 

§ 66 . 

Krumme Linien im Baume. 

Sowie ein einzelner Punkt durch seine zwei Projectionen 
bestimmt wird, so ist auch eine stetige Folge von Punkten, 
d. h. jede beliebige gerade oder krumme Linie im Baume, 
durch ihre zwei Projectionen bestimmt; letztere müssen daher 
gegeben sein, wenn die Curve als unmittelbar bekannt gelten 
soll, sie sind dagegen aufzusuchen, sobald die Linie durch irgend 
welche andere Bedingungen bestimmt wird. 

Als Beispiel für die Ableitung der Projectionen einer auf 
bestimmte Weise erzeugten Curve möge die Schraubenlinie 
gelten. Wenn nämlich die Ebene zweier sich schneidenden 
Geraden auf die Weise um einen geraden Kreiscylinder herum- 
gewickelt wird, dass die 
eine Gerade mit der Peri- 
pherie der Cylinderbasis 
zusammenfällt, so be- 
schreibt die andere auf 
dem Cylindermantel die 
Schraubenlinie. Um hier- 
nach die Construction 
auszuführen, denken wir 
uns den Cylinder in ver- 
ticaler Stellimg, die Ho- 
rizontalprojection der auf 
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dem Cylindermantel liegenden Schraubenlinie ist dann ein Kreis, 
welcher zugleich die Basis des Cylinders darstellt. Wenn ferner 
PiAiP den Winkel vomtellt, dessen Ebene auf die Cy linder- 
fläche aufgerollt werden soll, und wenn ferner die bei dieser 
Operation zusammenfallenden Punkte der Ebene und der Fläche 
durch gleiche Buchstaben bezeichnet werden, so muss die Ge- 
rade AiPi in einen gleich gi'ossen Kreisbogen AP übergehen, 
dessen Horizontalprojection A'P' ihm wiederum gleich ist ; 
ausserdem muss die Höhe des Punktes P über der Basis AiPi 
oder A'P' vor und nach der Aufwickelung dieselbe sein. Man 
hat daher den Bogen A'P' gleich der Strecke AiPi und die 
Höhe von P" über der Grundlinie gleich der Höhe PPj zu 
nehmen. Um möglichst genauer Zeichnung willen rectificirt 
man zunächst die ganze oder, wie in der Figur, die halbe Basis- 
peripherie, theilt sowohl die Peripherie als die ihr gleiche Ge- 
rade in eine beliebige Anzahl gleicher Theile, zieht von den 
entsprechenden Theilpunkten P', Pi Verticalen und nachher 
Horizontalen durch die Punkte P, in welchen die von Pj auf- 
steigenden Verticalen die zweite der aufzu wickelnden Geraden 
schneiden. In der Figur ist z. B. AiPi = A'P' = f AiJßi = f 
der halben Peripherie A'P'; A"P"C" ist die Verticalprojection 
eines halben Schrauhenuraganges, und der Winkel B\AAJ be- 
stimmt die Steigung der Schraubenlinie. 

In dem speciellen Falle, wo eine krumme Linie auf einer 
von den Projectionsebenen verschiedenen Ebene liegt oder, wie 
man sagt, einfach gekrümmt ist; braucht man nur eine ihrer 
Projectionen zu kennen; aus dieser und den Spuren der Ebene 
kann nachher mittelst des in § 63 erwähnten Verfahrens die 
andere Projection abgeleitet werden. Will man endlich die 
Curve in ihrer wahren Gestalt vor sich sehen, so legt man ihre 
Ebene durch Drehung (um die Horizontalspur etwa) in eine der 
Projectionsebenen nieder und wendet dabei auf jeden einzelnen 
Curvenpunkt die Construction an, welche in § 62, II. für die 
Punkte S und P angegeben wurde. 

Tangenten und Normalebenen an Curven doppelter 
Krümmung. Verbindet man zwei Punkte P und Q einer räum- 
lichen Curve durch eine Gerade (Secante) und projicirt das ganze 
Gebild, so besteht die Horizontalprojection aus einer krummen 
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Linie mit der Secante P'Q', dasselbe gilt von der Vertieal- 
projection; man kann nun aus der Secante PQ eine Tangente 
werden lassen, wenn man die Lage der Secante soweit ändert, 
bis ihre beiden Durchschnitte mit der Curve zu einem einzigen 
Punkte zusammengefallen sind; dies hat aber zur Folge, dass 
auch P' und Q' in einen Punkt übergehen, also die Secante 
P'Q' zur Tangente an der Horizontajprojection und ebenso P"Q" 
zur Tangente an der Verticalprojection wird. Hieraus ergiebt 
sich ein sehr einfaches Mittel, um an eine durch ihre Projectionen 
bestimmte Curve eine Tangente zu ziehen; ist nämlich P der 
gegebene Berührungspunkt, so legt man durch P' eine Tangente 
an die Horizontalprojection der Linie und durch P" eine Tan- 
gente an die Verticalprojection derselben; die beiden Tangenten 
an P' und P" sind die Projectionen der an P gelegten Tan- 
gente im Raume. Das Verfahren bleibt dasselbe, wenn nicht 
der Berührungspunkt P, sondern ein anderer Punkt S gegeben 
ist, durch welchen die Tangente gehen soll, ebenso in dem Falle, 
wo die gesuchte Tangente einer gegebenen Geraden parallel 
liegen soll. 

Legt man durch den Berührungspunkt P der Tangente eine 
zu letzterer senkrechte Ebene, so heisst diese die Normalebene 
der Curve im Punkte P; mittelst der Aufgabe g. in § 64 hat 
die Construction dieser Ebene nicht die mindeste Schwierigkeit, 
sobald man nach dem Vorigen die Tangente bestimmt hat. 


§ 67. 

Krumme Flächen. 

Analog der Darstellung der Ebene durch ihre Spuren gilt 
es als allgemeitie Regel für die Construction der Flächen, dass 
sie durch ihre Schnitte mit den Pi'ojectionsebenen oder dazu 
parallelen Ebenen bestimmt werden; vermöge der besonderen 
Natur mancher Flächen erleidet aber diese Regel nicht selten 
Ausnahmen und wir betrachten daher die hauptsächlichsten 
Gattungen der Flächen einzeln. 

Cylindrische Flächen entstehen dadurch, dass eine be- 
wegliche Gerade (die erzeugende Linie) parallel sich selbst 

SchlömÜch, Oeometrie II. 3. Aufl. 
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e gleichzeitig aa einer festen Curve 
(der Directrix) hingleitet. Diese 
Bewegung ist leicht durch Con- 
struction zu verfolgen, sobald die 
Projectionen der gleitenden Geraden 
in einer ihrer Lagen und die Pro- 
jectionen der Leitlinie gegeben sind ; 
in der That hat man nur durch be- 
liebige Punkte der Directrix Paral- 
lelen zu der gegebenen Richtung zu 
legen. In der Figur z. B. sind P' 
und PP" die Projectionen eines be- 
liebigen Punktes der ellipsenförmigen 
Directrix und P'S', P"S'‘ die Pro- 
jectionen einer erzeugenden Linie- der 
Cylinderfläche ; die gleichnamigen Spuren aller erzeugenden Ge- 
raden bilden in ihrer stetigen Aufeinanderfolge die Spuren der 
Fläche; die Figur giebt z. B. die Verticalspur des Cylinders. 

Kegelfi ächen heissen alle Flächen, welche eine beweg- 
liche Gerade beschreibt, die sich um einen festen Punkt dreht 
und gleichzeitig an einer festen Linie hingleitet. Eine Kegel- 
fläche ist demnach bestimmt, wenn man jenen festen Punkt (den 
Mittelpunkt) und die Leitlinie (Directrix) kennt; descriptiv werden 
der Mittelpunkt und die Directrix durch ihre Projectionen ge- 
geben, und es lassen sich daher die Projectionen beliebig vieler 
erzeugenden Geraden der Kegelfläche dadurch construiren, dass 
man die gleichnamigen Projectionen des Mittelpunktes und will- 
kürlicher Punkte der Leitlinie verbindet. Die Spuren aller er- 
zeugenden Geraden bilden in ihrer stetigen Aufeinanderfolge die 
Spuren der Fläche. 

Rotationsflächen entstehen dadurch, dass sich irgend 
eine gerade, einfach oder doppelt gekihmmte Linie um eine feste 
Gerade dreht; die erste Linie mag die erzeugende Linie, die 
zweite die Achse heissen. Denkt man sich der Einfachheit 
wegen die Achse in verticaler Stellung, so ist ihre Horizontal- 
projection ein Punkt, und es müssen ausserdem noch die Pro- 
jectionen der rotirenden Linie in einer ihrer Lagen gegeben sein, 
wenn überhaupt die Fläche bestimmt sein soll. Dies voraus- 


verschoben wird, während si 
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gesetzt, lassen sich die Projectionen der beweglichen Curve in 
jeder anderen Lage auf folgende Weise construiren. A'B' sei 
die Horizontal-, A"B" die Verticalprojection der rotirenden Linie 
AB, von welcher irgend ein Punkt P heissen möge, C sei die 
Horizontalprojection der vertical stehenden Drehungsachse; bei 
der Kotation um letztere beschreibt jeder Punkt von AB einen 
' Kreis, dessen Ebene horizontal und dessen Kadius gleich der Ent- 
fernung des Punktes von der Drehungs- 
achse ist. Die Horizontalprojection dieses 
Kreises ist ihm selber congruent, seine 
Verticalprojection besteht aus einer hori- 
zontalen Geraden. Wenn demnach P' die 
Horizontalprojection von P bezeichnet und 
die Drehung um einen gegebenen Winkel 
w fortgeschritten ist, so hat P' einen 
Bogen B'Q' beschrieben, dessen Mittel- 
punkt in C liegt, und welcher zu dem 
Centriwinkel P'C'Q' = w gehört; Q' ist 
die Horizontalprojection von P' nach der Drehung, und die zu- 
gehörige Verticalprojection bestimmt sich als Durchschnitt einer 
von Q' aufsteigenden VerticaJen mit einer von P' heräbergehenden 
Horizontalen. 

Als elegantes Beispiel erwähnen wir die Drehung einer Ge- 
raden um eine andere, nicht in derselben Ebene liegende; die 
Construction bleibt dieselbe, indem man A'B' und A"B" als 
gerade Linien nimmt, wobei es die Schönheit der Zeichnung 
fördert, wenn man A'B' so lang wählt, dass ein von C auf 
A'B' herabgelassenes Perpendikel zwischen A' und B' fallt. Die 
entstehende Fläche giebt eine deutliche Vorstellung einer solchen 
Fläche, auf der sich Gerade ziehen lassen, die weder parallel 
liegen, wie bei den Cylindern, noch in einen Punkt zusammen- 
laufen, wie bei den Kegeln. Nicht selten bezeichnet man der- 
artige Flächen als windschiefe. 

§ 68 . 

Durchschnitte der Flächen mit Ebenen. 

Vermöge der auf irgend eine Weise bestimmten Entstehungs- 
weise einer Fläche sind immer gewisse Schnitte derselben die 
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«infacheren; diese construirt mau zunächst und kann nachher 
aus einer Keihenfolge solcher specieller Schnitte jeden zu- 
sammengesetzteren Schnitt herleiten. Wir erörtern dies näher 
an den schon vorhin genannten hauptsächlichsten Gattungen von 
Flächen. 

Cylindrische und conische Flächen. Der einfachste 
Schnitt einer Cylinderfläche wird von einer zu den Erzeugungs- 
linien parallelen Ebene gebildet imd besteht im Allgemeinen aus 
parallelen Geraden; in ähnlicher Weise wird der einfachste Schnitt 
einer Kegelfläche von einer durch den Kegelmittelpunkt gehenden 
Ebene hervorgebracht und besteht aus sich schneidenden Geraden. 
Da man im ersten Falle die Kichtung der geradlinigen Durch- 
schnitte, im zweiten bereits einen Punkt von jeder Durchschnitts- 
geraden (den Mittelpunkt) kennt, so bedarf es in jedem Falle 
nur noch eines Punktes der Durchschnittslinie ; zu diesem gelangt 
man immer mittelst der Spuren der Fläche und der Schnitt- 
ebene. Ist nämlich Si die Horizontalspur der Cylinder- oder 
Kegelfläche und gi die Horizontalspur der schneidenden Ebene, 
so werden sich im Allgemeinen Si und gi in einem Punkte S' 
schneiden; dieser gehört beiden Spuren, mithin auch beiden 
Flächen gemeinschaftlich an und ist folglich die Horizontalspur 
des geradlinigen Durchschnittes der krummen und ebenen Fläche. 
Auf gleiche Weise lässt sich aus den Verticalspuren Sz und 
gi die Verticalspur S" des Durchschnittes herleiten; doch be- 
darf es nur einer von beiden Constructionen , weil jede bereits 
einen Punkt der Durchschnittslinie bestimmt. In der Figur z. B. 

sind AB und ÄO die Spuren der 
Schnittebene, D' und D” die Pro- 
jectionen des Mittelpunktes einer 
Kegelfläche, deren Verticalspur von 
AC in den Punkten S" und T" 
geschnitten wird. Da die Ebene 
so gelegt wurde, dass sie den Kegel- 
mittelpunkt in sich enthält, so be- 
steht ihr Durchschnitt mit der 
Fläche in zwei Geraden, deren Ver- 
ticalprojectionen D"S" und D" T" 
sind. Die zugehörigen Horizontal- 
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projectionen finden sich dadurch, dass man S" und T" auf die 
Gnindlinie nach S', T' projicirt und B'S', D'T' zieht. 

Hieraus lässt sich nun der Durchschnitt einer Cylinder- oder 
Kegelfläche F mit einer beliebigen Ebene E ahleiten. Man legt 
nämlich eine Hilfsebene so, dass sie F gemdlinig und zu- 
gleich E schneidet; der erste Durchschnitt heisse fi, der zweite 
Ci. Haben nun die Geraden fi und Ci einen Punkt P gemein, 
so ist dieser zugleich ein Punkt des Durchschnittes von F und E. 
Die Figur z. B. giebt die Constniction des Durchschnittes eines 
schiefen Kegels mit kreis- Kg. lei. 

förmiger Horizontalspur 
(schiefer Kreiskegel) und 
einer Ebene ; die Projectio- 
nen des Kegelraittelpunktes 
heissen B', B", die Spuren 
der Ebene EF und EG. 

Die Horizontalspur HI der 
durch den Punkt B ge- 
legten Hilfsebene schneidet 
die Horizontalspur des Ke- 
gels unter Anderem in S' 
und es ist daher B'S' die 
Horizontalprojection und 
B"S" die entsprechende 
Verticalprojection des geradlinigen Durchschnittes von Kegel und 
Hilfsebene. Letztere schneidet ausserdem die gegebene Ebene in 
einer Geraden, deren Projectionen sich auf die in § 65, II. an- 
gegebene Weise finden und durch IK' und I"K bezeichnet sind. 
Endlich schneiden sich B'S' und IK' in P', sowie B"S" und 
I"K in P"; nach dem Vorigen sind diese Punkte die Pro- 
jectionen eines der Durchschnittslinie von Kegel und Ebene un- 
gehörigen Punktes. Solcher Punkte können beliebig viele auf- 
gesucht werden und ihre Verbindung liefert die Projectionen des 
Durchschnittes. Will man letzteren in seiner wahren Grösse dar- 
stellen, so muss man die Schnittebene sammt allen in ihr liegenden 
Punkten durch Drehung um die Horizontalspur EF umlegen und 
dabei auf jeden Punkt P dasselbe Verfahren anwenden, wovon 
bereits in § 62, II. Gebrauch gemacht wurde. 



Digitized by Google 



Eine andere Auflösung derselben Aufgabe lässt sich aus der 
Bemerkung herleiten, dass alle parallelen Schnitte einer Cylinder- 
fläche congruente Figuren und alle Parallelschnitte eines Kegels 
ähnliche Figuren sind. Denkt man sich nämlich eine horizon- 
tale Hilfsebene H durch die Flächen F imd E gelegt, so ist 
ihi- Durchschnitt mit der ersteren eine der Horizontalspur Si 
ähnliche Curve tfi und ihr Durchschnitt mit E eine horizontale 
Gerade g-, schneiden sich nun ffi und g in einem Punkte, so 
gehört dieser wiederum der Fläche und der Ebene gleichzeitig 
an. Bequem ist diese Methode der horizontalen Hilfsschnitte 
nur in dem Falle, wo die Construction des Querschnittes 
wenig Mühe macht, wie z. B. beim Kegel mit kreisförmiger 
Horizontalspur. Bezeichnet hier C den Mittelpunkt der Basis, 
so ist jeder Holzschnitt ein Kreis, dessen Centrum auf CD 
liegt; die Projectionen dieses Kreismittelpunktes fallen daher 
auf CD' und CD", der Kadius des Kreises ist proportional 
dem Abstande des Schnittes von der Spitze, also leicht zu finden. 
In der Figur ist durch einen beliebigen Punkt M" auf CD" 

eine horizontale Gerade gelegt, 
welche die Verticalprojection 
A"D" der Kegelseite in JV" 
und die Verticalspur der ge- 
gebenen Ebene in Q" schnei- 
det; die Gerade M''N"Q” 
stellt die Verticalspur und 
zugleich die Verticalprojection 
der horizontalen Hilfsebene 
dar, welche den Kegel ’in 
einem Kreise und die ge- 
gebene Ebene in einer Ge- 
raden schneidet. Die Vertical- 
projection des Kreismittel- 
punktes ist M", imd M"N" 
der Halbmesser; der Kreis selbst wird in der horizontalen Pro- 
jectionsebene sichtbar, wo sein Mittelpunkt M' vertical unter 
M' auf CD' liegt. Projicirt man ferner Q" auf die Grund- 
linie nach Q' und legt durch letzteren Punkt eine Parallele zu 
EF, so hat man die Horizontalprojection der Geraden, in wel- 
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eher die gegebene Ebene von der Hilfsebene geschnitten wird. 
Jener Kreis und diese Parallele haben u. A. den Punkt f ge- 
mein und dieser ist die Horizontalprojection eines Punktes von 
dem entstandenen Kegelschnitte; die Verticalprojection P" liegt 
vertical über P' auf M"Q". Sehr bequem wird dieses Ver- 
fahren in dem besonders einfachen Falle, wo der Kegel ein 
gerader ist und die gejfebene Ebene irgend eine zur verticalen 
Projectionsebene senkrechte Lage hat, also EF senki-echt zur 
Grundlinie ist ; man erhält dann eine directe descriptive Construc- 
tion der Kegelschnitte. 

Umdrehungsflächen. Die einfachsten Schnitte der 
Rotationsflächen entstehen durch Ebenen, welche normal zur 
Drehungsachse sind ; jeder solche Schnitt ist ein Kreis (sogenann- 
ter Parallelkreis), dessen Mittelpunkt in der Drehungsachse 
liegt. In der Verticalprojection erscheint derselbe als horizontale 
Gerade, in der Horinzontalprojection als Kreis, wenn man der 
Drehungsachse, wie im vorigen Paragraphen, eine pjg 163 * 
verticale Stellung giebt. Die Construction beider 
Projectionen hat nicht die mindeste Schwierigkeit, 
sobald entweder ein Punkt des Schnittes oder die 
Entfernung der schneidenden Ebene von der Ho- 
rizontalebene gegeben ist; in der Figur stellt 
P' Q' die Horizontalprojection und F'Q" die Ver- 
ticalprojection eines Stückes von einem Parallel- 
kreise dar. 

Eine zweite Hauptgattung von Schnitten der ! 
Umdrehungsflächen ei'zeugen diejenigen Ebenen, 
welche die Drehungsachse in sich enthalten; die 
entstehenden Schnitte heissen Meridiane. Den- 
ken wir uns die Drehungsachse wiederum in 
verticaler Stellung und nennen C ihre Horizontal- 
projection, so ist die Horizontalspur einer Meridianebene identisch 
mit ihrer Horizontalprojection und besteht aus einer durch (7' 
gehenden Geraden; letztere ist zugleich die Horizontalprojection 
der in der Meridianebene liegenden Meridiancurve. Um ihre 
Verticalprojection zu finden, denken wir uns die erzeugende 




(rotirende) Linie der Fläche in mehreren Lagen construirt und 


nennen A'B' und A"B" ihre Projectionen in einer Lage. 
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ächneidet nun A'B' die geradlinige Horizontalprojectiou der 
Meridiancurve in einem Punkte P', so ist dieser Punkt die 
Horizontalprojection eines Punktes, welcher zugleich der Meridian- 
ebene und der eraeugenden Linie, mithin auch der Fläche, an- 
gehört, d. h. eines Punktes der Meridiancurve ; die zugehörige 
Verticalprojection P" liegt vertical über P' auf A''B". Durch 
Wiederholung dieses Verfahrens, indem man die Horizontal- 
projection der Meridiancurve durch eine Eeihe erzeugender 
Linien AB, A^B^, A2BZ.,. schneidet, erhält man beliebig 
viele Punkte der Verticalprojection der MeridiancuiTe. Auch 
hierzu bietet die Fläche, welche durch Umdrehung einer Ge- 
raden um eine mit ihr nicht in einer Ebene liegende Achse 
entsteht, ein bemerkenswerthes Beispiel; die Meridiane sind in 
diesem Falle Hyperbeln, was wir hier nicht näher auseinander- 
setzen können. 

Auf ähnliche Weise, wie die Meridiane, lassen sich die 
Durchschnitte der Umdrehungsflächen mit ganz beliebigen Ebenen 
leicht construiren. Man legt zu diesem Zwecke eine Eeihe von 
Parallelkreisen durch die Fläche; die Ebene jedes derartigen 
Kreises schneidet die gegebene Ebene in einer Geraden, und 
wenn diese Gerade mit dem zugehörigen Parallelkreise einen 
Punkt gemein hat, so ist dieser auch ein Punkt der entstandenen 
Schnittcurve. Die Construction besitzt die grösste Aehnlichkeit 
mit der vorhin erwähnten zweiten Construction eines Kegel- 
schnittes, sie ist nur insofern einfacher, als die Punkte C' und 
M' Zusammenfällen, da alle Parallelkreise in der Horizontal- 
projection als concentrische Kreise erscheinen. Hiernach wird 
weder die Construction selbst, noch die Umlegung der Schnitt- 
ebene einer weiteren Auseinandersetzung bedürfen. 

§ 69 . 

Tangentialebenen und Normalen an Flächen. 

Eine Ebene E berührt eine Fläche F in einem Punkte P, 
wenn sie mit derselben nur den Punkt P gemein hat; legt man 
durch P irgend eine Ebene Ei, welche die Berührungsebene in 
der Geraden gi und die Fläche in der Linie Si schneidet, so 
haben gi und Sj gleichfalls nur den Punkt P gemein, und es ist 
daher gi Tangente an Si; dasselbe gilt für die Durchschnitte gz 
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und s-i, welche eine zweite Ebene E-i mit E und F bildet; 
man hat dann zwei Gerade gi und gi, welche die Fläche in P 
berühren und ausserdem in der Tangentialebene liegen. Um- 
gekehrt führt diese Bemerkung zur Construction der berühren- 
den Ebene, wenn der Berührungspunkt P gegeben ist; man legt 
nämlich durch P zwei beliebige Ebenen Ei und E^, welche die 
Fläche F in den Curven Si und schneiden, construirt ferner 
die Geraden </i und gt, welche jene Schnitte in P berühren, 
und legt endlich durch gi und gi eine Ebene, welche die 'ge- 
suchte Tangentialebene ist. Es versteht sich übrigens von selbst, 
dass man, um die Construction der Schnitte und zu er- 
leichtern, den Hilfsebenen Ei und P* eine möglichst bequeme 
Lage geben wird, wie wir noch im Einzelnen andeuten ' wollen. 

Bei einer Umdrehungsfläche ist es am Einfachsten, durch 
den gegebenen Berührungspunkt einen Parallelkreis und einen 
Meridian zu legen. In der Figur z. B. bedeutet C"Q" die 
Verticalprojection der ebenen Curve, 
durch deren Umdrehung eine Rotations- 
fläche entstanden ist, C die Horizon- 
talprojection der Drehungsachse; P' 
und P" sind die Projectionen des Be- 
rührungspunktes. Die Horizontalprojec- 
tion des durch den Berührungspunkt 
gelegten Parallelkreises ist der aus dem 
Mittelpunkte C mit dem Radius CP' 
construirte Kreis, seine Verticalpro- 
jection die horizontale Gerade P"^"; die Horizontalprojection des 
durch den Berührungspunkt gehenden Meridianes ist der Halb- 
messer C'P', die Verticalprojection besteht in der Curve C"P”. 
Legt man jetzt an den Parallelkreis eine Tangente, so erscheint 
diese in der Horizontalprojection als Tangente in P' am Kreise, 
in der Verticalprojection bildet sie eine mit P"Q” zusammen- 
fallende Gerade; die Verticalspur der genannten Tangente ist 
mit K bezeichnet, die Horizontalspur fällt ins Unendliche. 
Ferner hat man im Punkte P eine Tangente an den Meridian 
gelegt, die Horizontalprojection derselben fällt mit C'P" zu- 
sammen, ihre Verticalprojection berührt die Verticalprojection 
des Meridianes in P", die Horizontalspur der Tangente ist II, . 


Pig. 164. 
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ihre Verticalspur L. Die Verbiudungslinie KL der Vertical- 
spuren beider Tangenten giebt die Verticalspur der gesuchten 
Tangentialebene, und wenn man den Durchschnitt J von KL 
und der Grundlinie mit H verbindet, so ist HJ die Horizontal- 
spur der Berührungsebene. 

Bei Cylinder- und Kegelflächen findet die Berührung mit 
einer Ebene nicht in einem Punkte, sondern längs einer er- 
zeugenden Geraden statt; man kennt daher gleich im Voraus 
eine in der Tangentialebene liegende Gerade. Die Horizontal- 
spur der Berührungsebene berührt ferner die Horizontalspur der 
Fläche, ebenso die Verticalspur der Ebene die Verticalspur der 
Fläche, und man erhält hiermit eine zweite und dritte Gerade 
der Tangentialebene. Dies giebt folgende Construction der be- 
rührenden Ebene: Man bestimmt zunächst die Projectionen der 
durch den Berührungspunkt gehenden erzeugenden Geraden, sowie 
deren Spuren ; durch die Horizontalspur der erzeugenden Geraden 
legt man eine Tangente an die Horizontalspur der Fläche, ebenso 
dixrch die Verticalspur jener Geraden eine Tangente an die Veiv 
ticaispur der Fläche; die erwähnten Tangenten sind die Spuren 
der Tangentialebene. Bei der practischen Ausführung reicht 
übrigens die Construction der einen Tangente schon hin. 

Errichtet man im Berührungspunkte einer Tangentialebene 
auf letzterer eine Senkrechte, so entsteht die sogenannte Nor- 
male der Fläche in dem gegebenen Punkte; die Projectionen 
der Normalen ergeben sich unmittelbar dadmch, dass man von 
den Projectionen des gegebenen Punktes Perpendikel auf die 
Spuren der Tangentialebene herablässt. 

§ 70 . 

Durchschnitte von Flächen mit Flächen. 

Auf demselben Principe, nach welchem die Durchschnitte 
von Flächen mit beliebig liegenden Ebenen bestimmt wurden, 
beruht auch die Construction der Durchschnitte je zweier krum- 
men Flächen; schneidet man nämlich zwei Flächen U und V 
mittelst einer wiUkührlichen Hilfsebene E, so entstehen zunächst 
zwei ebene Durchschnittscurven u und v, deren Projectionen 
m", v" heissen mögen und nach § 68 construirt werden 
können; schneiden sich nun « und v in einem Punkte P, so 
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schneiden sich u' und v' in P", ebenso u" und v” in P”, und 
es liefert demnach der Durchschnitt von u' und v' die Hori- 
zontalprojection P', sowie der Durchschnitt von u" und v" die 
Verticalprojection P' eines beiden Flächen zugleich angehörigen 
Punktes P. Mittelst einer Reihe solcher Hilfsebenen E kann 
eine beliebige Menge von Punkten der Durchschnittslinie beider 
Flächen projicirt werden. Es versteht sich übrigens von selbst, 
dass man den Hilfsebenen immer solche Lagen geben wird, dass 
die Construction der Durchschnittscurven m und v möglichst einfach 
ausfällt, und man hat sich dabei nach der Individualität der gegebe- 
nen Flächen zu richten. Die hauptsächlichsten Fälle sind folgende. 

Eine Cylinderiläche besitzt insofern eine bestimmte Rich- 
tung, als ihre sämmtlichen Erzeugungslinien nach einer und der- 
selben Richtung verlaufen; ist nun von zwei Cylinderflächen der 
Durchschnitt zu construiren, so legt man die Hilfsebene parallel 
den Richtungen beider Flächen (§ 64, d.) und hat dann den 
Vortheil, dass die Hilfsschnitte (m und v) sammt und sonders 
gerade Linien sind. 

Ist die eine der Flächen cylindrisch, die andere conisch, 
so legt man die Hilfsebenen durch den Mittelpunkt der Kegel- 
fläehe und zugleich parallel der Richtung des Cylinders (§ 64); 
die Durchschnitte u und v sind dann wiederum gerade Linien. 

Bei zwei E^elflächen lässt man die Hilfsebene durch die 
Mittelpunkte der Flächen geben, um wiederum lauter gerad- 

Fig. 165. 
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linige Hilfsschnitte zu erhalten. In der Figur z. B. ist A'S' 
die Horizontalspur der einen Kegelfläche, C' die Horizontal- und 
C" die Verticalprojection ihres Mittelpunktes, ferner B"T” 
die Verticalspur der zweiten Kegelfläche, D' die Horizontal- 
und D" die Verticalprojection ihres Mittelpunktes; F und Q 
sind die Spuren der Geraden, welche durch die Mittelpunkte 
beider Flächen geht. Verbindet man einen beliebigen Punkt 
E der Grundlinie mit F und G, so sind EF und EG die 
Spuren einer Ebene, welche die Gerade CD oder FG, mithin 
auch die Kegelmittelpunkte C und D in sich enthält; EF 
schneidet A'S' in einem Punkte S' und es ist daher C'S' die 
Horizontalprojection des geradlinigen Durchschnittes der Hilfs- 
ebene mit der ersten Kegelfläche, woraus die Verticalprojection 
C"S" auf gewöhnliche Weise abgeleitet ist. Ebenso bedeutet 
D"T" die Verticalprojection und D'T' die Horizontalprojection 
des Durchschnittes der Hilfsebene mit der zweiten Kegelfläche; 
C'S' und D'T' schneiden sich in P', in gleicher Weise G"S" 
und D"T" in P", und cs sind nun P' und 'P" die Projec- 
tionen eines Punktes von der Durchschnittslinie beider Kegel- 
flächen. 

Wenn von den beiden sich schneidenden Flächen die eine 
oder jede zur Classe der Rotationsflächen gehört, so wird man, 
wenn irgend möglich, die Drehungsachse vertical stellen und 
die Hilfsebenen horizontal legen. Passende Beispiele hierzu 
liefern die Durchschnitte einer Kugel mit einem Cylinder oder 
Kegel, deren Horizontalspuren Kreise sind. 

§ 71 . 

Lagenveränderungen räumlicher Gestalten. 

Der Uebergang von irgend einer Lage eines Raumgebildes 
zu irgend einer anderen Lage geschieht entweder dmch Verschie- 
bung, oder durch Drehung, oder durch mehrfache aufeinander- 
folgende Verschiebungen und Drehungen ; jede solche Lagenverän- 
dei-ung einer Raumgestalt hat selbstverständlich eine Aenderung 
der Projectionen zur Folge, und es kann daher die Aufgabe 
gestellt werden, aus den zur ursprünglichen Lage gehörenden 
Projectionen die neuen Projectionen herzuleiten, welche einer 
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apäteren, auf bestimmte Weise eutstaudenen Lage entsprechen. 
Die Lösung dieser Aufgabe ergiebt sich unmittelbar aus der 
Untersuchung der Aenderungen, welche die Projectionen bei den 
verschiedenen Bewegungen der Raumgestalt erleiden. 

I. Die Verschiebung eines räumlichen Gebildes be- 
steht darin, dass alle Punkte desselben gerade Linien beschreiben, 
welche einer gegebenen Richtung parallel sind; die Projectionen 
des Gebildes werden daher gleichfalls parallel verschoben, jeder 
Punkt P' der Horizontalprojection durchläuft eine Gerade y% 
jeder Punkt P" der Verticalprojection eine Gerade g", imd da- 
bei sind g und g” parallel den Projectionen der Geraden, längs 
welcher die Verschiebung vor sich geht, und die wir kurz die 
Verschiebungsachse nennen wollen. Ist nun die Lage dieser 
Achse und die Grösse der Verschiebung gegeben, so kennt man 
die Strecken g' und g" sowohl der Richtung als der Grösse 
nach und kann folglich die neuen Projectionen leicht aus den 
ursprünglichen Projectionen herleiten. 

II. Die Drehung eines räumlichen Gebildes bietet eine 
grössere Mannichfaltigkeit dar, wenn man von den einfacheren 
zu den complicirteren Fällen fortschreitet; wir betrachten der 
Reihe nach die Drehung um eine auf der Verticalebene senk- 
rechte Achse, um eine verticale Achse, endlich um eine im 
Raume beliebig liegende Achse. 

a. Wenn sich ein Raumgebild um eine auf der Vertical- 
ebene senkrechte Achse dreht, so beschreiben alle Punkte desselben 
Kreise oder Kreisbögen, deren Ebenen parallel zur Verticalebene 
liegen; in der Horizontalprojection erscheint der Weg jedes 
Punktes als eine Parallele zur Grundlinie, die Verticalprojection 
jedes beschriebenen Kreisbogens ist ein ihm congruenter Bogen, 
dessen Mittelpunkt in der Verticalprojection der Drehungsachse 
liegt. Die Verticalprojection des Raumgebildes dreht sich dem- 
nach ebenso wie letzteres selbst, diese Drehung wird unmittelbar 
an der Verticalprojection construirt und daraus die Horizontal- 
projection mittelst der vorigen Bemerkung abgeleitet, dass sich 
die Wege aller Punkte in der Horizontalprojection als Paiullelen 
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zur Grundlinie darstellen. In der nächsten Figur z. B. sind 
a und 6 die Projectionen eines geraden Kreiskegels mit vertical 
gestellter Achse; man hat denselben um eine durch den Mittel- 
punkt der Basis senkrecht zur Verticalebene liegende Gerade 
gedreht und hierdurch die neue Verticalprojection c erhalten, 
aus der die Grösse der vorgenommenen Drehung ersichtlich ist, 
wobei aber C" seine Lage gegen die Grundlinie behalten hat, 
weil dieser Punkt die Verticalprojection der Drehungsachse dar- 
stellt. Jeder Punkt G" der ursprünglichen Verticalprojection 

Fig. 166. 
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hat einen Kreisbogen beschrieben, dessen Mittelpunkt in C" 
liegt, der zugehörige Punkt G’ der Horizontalprojection hat eine 
Parallele zur Grundlinie durchlaufen; man findet demnach G' 
in Fig. d, wenn man von G' in a eine Horizontale herüber- 
gehen lässt und sie mittelst einer von G" in c herabgelassenen 
Verticalen schneidet. 


b. Dreht sich ein räumliches Gebild um eine verticale 
Achse, so beschreiben alle seine Punkte horizontale Kreise; 
dieselbe Bewegung machen aUe Punkte der Horizontalprojection, 
während die Punkte der Verticalprojection horizontale Gerade 
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durchlaufen; die Sache verhält sich demnach wie vorhin, wenn 
man die beiden Projectionsebenen gegen einander vertauscht. 
Um dies an einem Beispiele zu erläutern, denken wir uns den 
vorigen Kegel nach der ersten Drehung zum zweiten Male ge- 
dreht, und zwar um eine vertical durch die Mitte seiner Basis 
gehende Achse. Die Horizontalprojection dieser Drehungsachse 
ist der Punkt C in Fig. d; er behält in der neuen (gedrehten) 
Horizontalprojection e seine Lage gegen die Grundlinie, während 
alle übrigen Punkte, wie z. B. G', Kreisbögen beschrieben haben, 
von denen C' der gemeinschaftliche Mittelpunkt ist. Jeder Punkt 
G" der Verticalprojection c durcliläuft eine horizontale Gerade, 
man findet daher G" in der neuen Verticalprojection f, wenn 
man von G' in e eine Verticale aufsteigen lässt und sie mittelst 
einer von G" in c ausgehenden Horizontalen durchschneidet. 

Eine aufmerksame Betrachtung der vei-schiedenen Lagen, 
welche die Kegelachse CD nach einander erhält, führt auf die 
Frage, ob sich nicht jede beliebige Lage einer Geraden durch 
zwei aufeinander folgende Drehungen hervorbringen lässt, wenn 
man die verticale Stellung der Geraden als ihre primitive Lage 
ansieht. Um dies zu erörtern, betrachten wir Ä'D' und A"D" 
als Projectionen einer beliebig liegenden Geraden, deren Spuren 
A' und D" sein mögen; wir beschreiben mit A'D' als Radius 
aus A' einen Kreisbogen, welcher eine durch A’ gelegte Hori- 
zontale in C schneidet, ziehen ferner durch C eine Verticale 
bis zum Durchschnitte C" mit einer durch D" gehenden Hori- 
zontalen, und beschreiben endlich aus A" mit dem Halbmesser 
A''C" einen Kreisbogen, welcher eine in 
ticale im Punkte B" schneidet. Be- 
trachten wir nun A"B" und A' als Pro- 
jectiouen einer verticalen Geraden AB, so 
sind A'C und A"C" die Projectionen der- 
selben nach ihrer Drehung um eine durch 
A senkrecht zur Verticalebene gelegte Achse, 
ferner sind A'D' und A"D" ihre Projec- 
tionen nach einer zweiten Drehung um eine 
vertical durch A gehende Achse. Die letz- 
tere Lage war eine willkührlich angenommene, 
die angegebene Construction bestätigt daher 


A" errichtete Ver- 
Fig. 167. 
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«inerseits die oben ausgesprochene Vermuthung und liefert an- 
dererseits die nöthigen Drehuugswinkel B"A"C" und C'A'D'. 

Führt man die angegebenen Drehungen rückwärts in um- 
gekehrter Ordnung aus, so kann man jede beliebig schief liegende 
Geiude in die verticale Stellung zurückbringen; dasselbe gilt 
¥on einer beliebigen Raumgestalt, welche mit einer schief lie- 
genden Geraden fest verbunden ist. 

c. Wenn eine räumliche Gestalt um eine beliebige Achse 
im Raume gedreht werden soll, so müssen vor Allem die Pro- 
jectionen der Drehungsachse gegeben sein; nach dem vorhin 
Erwähnten kann man jetzt die Drehungsachse sammt dem Raum- 
gebilde in die verticale Stellung zurückversetzen, in dieser Lage 
die verlangte Drehung (nach b.) ausführen und endlich die ganze 
Figur wieder in die schiefe Lage bringen, indem man die beiden 
hierzu nöthigen Lagenänderungen nach a. und b. ausführt. 

Auf dem soeben auseinandergesetzten Verfahren beruht die 
sogenannte axonometrische Darstellung räumlicher Ge- 
stalten. Denkt man sich nämlich drei gleich lange rechtwinklig 
zu einander stehende gerade Linien (z. B. zwei auf einander 
senkrechte Halbmesser der Basis des vorigen Kegels und die 
eben so lang genommene Höhe desselben) nach zweimaliger 
Drehung projicirt, so bilden die Projectionen der drei Geraden 
gewisse Winkel mit einander und die Längen der Projectioneu 
stehen in bestimmten Verhältnissen. Unter diesen Winkeln und 
Längenverhältnissen kann man eine solche Wahl treffen, dass 
die Projectionen eine anschauliche, der wahren perspectivischen 
Darstellung sich nähernde Form erhalten, und wenn man die 
einmal gewählten Verhältnisse unverändert beibehält, so ist es 
auch nicht schwer, aus den Dimensionen der Projection auf die 
Dimensionen des Objectes zurückzuschliessen, was am besten 
auf dem Wege der Rechnung geschieht. So entsteht z. B. die 
isometrische Projection, wenn man beiden Drehungen die 
Grösse von 45® giebt, wodurch die Projectionen der drei zu 
einander senkrechten Geraden gleich lang und die von ihnen 
eingeschlossenen Winkel — 120® werden; man erhält ferner 
die monodimetrische Projection, wenn die Projectionen der 
Geraden in den Verhältnissen 1 : 1 : w stehen, wo man n = J- 
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bis { setzen kann; die an isometrische Projection endlich 
ist diejenige, bei welcher sich die Projectionen der Geraden 
wie !;»*:« verhalten. Beim Crystallzeichnen nimmt man häufig 
1 : m : M = 1 ; 0.9 : 0,5, die Winkel zwischen den Projectionen 
sind dann 95® ll', 157® 0', 107® 49'. Eine weitere Ausführung 
dieses Gegenstandes verbietet der Raum. 


Cap. XI. 

Oie perspectivische Projection. 

§ 72. 

Projectionen von Gebilden der Grundebene. 

Wenn das Problem, die perspectivische Projection eines im 
Raume liegenden Punktes zu construiren, bestimmt sein soll, so 
muss vor Allem die Lage des Projectionscentnims (des Auges) 
gegen die Projcctions- oder Bildebene bekannt sein; man be- 
stimmt sie dadurch, dass man sich die Bildebene mit einer 
darauf senkrechten Ebene, der sogenannten Grundebene, fest 
verbunden denkt und die Entfernungen angiebt, in welchen sich 
das Projectionscentrum, von beiden Ebenen aus gerechnet, befindet. 
In der Figur z. B. ist die 
Lage des Projectionscen- 
trums C durch seine Ab- 
stände CA von der Bild- 
ebene und CB von der 
Grundebene bestimmt; die 
erstere Gerade heisst die 
Distanz und ihr Fuss- 
punkt Ä der Augen- 
punkt, die zweite Gerade 
nennt man die Augenhöhe. 

Wir betrachten zuerst den speciellen Fall, wo der perspec- 
tivisch abzubildende Punkt P in der Grundebene liegt, und 

SchlöraUch, Geometrie II. it. Aufl. 17 
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suchen den Punkt P' zu bestimmen, in welchem der Projec- 
tionsstrahl CP die Bildebene schneidet, so dass P' die verlangte 
Projection von P ist. Diese Bestimmung ergiebt sich am ein- 
fachsten, wenn wir uns den Punkt P beweglich auf einer un- 
endlich langen in der Grundebene liegenden Geraden vorstellen,, 
deren Durchschnitt mit der Grundlinie FG durch G bezeichnet 
werden möge. Je grösser nämlich die Entfernung GP wird, 
desto mehr nimmt der Winkel ab, welchen der Projectionsstrahl 
CP mit der Geraden GP bildet; der Unterschied unter den 
Richtungen von CP und GP verringert sich, und wenn endlich 
P in’s Unendliche fortgerückt ist, so hat der nach dem uuend- 
lich entfernten Punkte Q gezogene Projectionsstrahl CQ gleiche 
Richtung mit GQ; die Gerade CQ || GQ schneidet nun die 
Bildebene in einem Punkte Q\ und dieser ist die Projection 
des unendlich entfernten Endpunktes von GQ. Die Geraden 
Cä und CQ', welche beide der Grundebene parallel liegen, be- 
stimmen eine zu letzterer parallele Ebene CAQ', und diese 
schneidet die Bildebene in der zur Grundlinie FG parallelen 
Geraden AQ', die man gewöhnlich den Horizont nennt. Zu- 
folge des vorhin Gesagten haben wir den Fundamentalsatz: Die 
perspectivischen Projectionen aller unendlich ent- 
fernten Punkte der Grundebene liegen auf dem Ho- 
rizonte. 

Um hieraus die perspectivische Abbildung der unendlich 
langen Geraden GQ abzuleiten, bemerken wir vorerst, dass die 
nach allen Punkten von GQ gezogenen Projectionsstrahlen eine 
Ebene, nämlich die durch C und GQ bestimmte Ebene, erfnUen, 
und dass deren Durchschnitt mit der Bildebene, d. h. die Pro- 
jection der Geraden GQ, eine Gerade sein muss, dass es folglich 
nur darauf ankommt, zwei Punkte von GQ perspectivisch zu 
projiciren und die gefundenen Projectionen durch eine Gerade 
zu verbinden. Zu jenen zwei Punkten wählen wir den Anfangs- 
punkt G und den unendlich entfernten Endpunkt Q der Geraden 
GQ; der Anfangspunkt G ist seine eigene Projection, der un- 
endlich entfernte Endpunkt Q hat seine Projection auf dem 
Horizonte in Q', mithin ist die begränzte Gerade GQ' die per- 
spectivische Abbildung der unbegränzten Geraden GQ. Für 
eine andere parallel zu GQ laufende Gerade GiQi würde der 



259 

Anfangspunkt Gi der Projection ein anderer, ihr Endpunkt aber 
dereelbe sein, weil der durch C parallel zu GiQi gelegte Pro- 
jectionsstrahl CQi mit dem Projectionsstrahle CQ zusammenföllt ; 
ist also GiQi.\\GQ, so ist dagegen die Projection von GiVi 
nicht parallel zur Projection von GQ, sie begegnet vielmehr 
der letzteren in Q', d. h.: Die perspecti vische Projec- 
tion eines Systemes von parallelen Geraden ist ein 
Strahlenbüschel, dessen Spitze im Horizonte liegt. 
Der Punkt Q', in welchem sich die Projectioaen mehrerer Pa- 
rallelen GQ, GiQi, GiQi u. s. w. vereinigen, heisst der Flucht- 
punkt, Accidental- oder Versch windungspunkt jenes 
Systemes von Parallelen. 

Unter den verschiedenen Lagen, welche die Gerade GQ 
gegen die Grundlinie haben kann, sind besonders drei hervor- 
iiuheben. Wenn erstens die Gerade parallel zur Grundlinie 
liegt, so finden zwischen der Grundebene, der Bildebene und 
der projicirenden Ebene (durch C und GQ) zwei parallele Durch- 
schnitte statt (Grundlinie und GQ)-, es folgt daraus, dass der 
noch übrige Durchschnitt (die Projection von GQ) dieselbe Rich- 
tung besitzt; mit anderen Worten: Die Projectionen von 
Parallelen zur Grundlinie sind der Grundlinie gleich- 
falls parallel. Scheinbar ist dieser Satz eine Ausnahme der 
vorigen allgemeinen Regel, ordnet sich ihr aber durch die Be- 
merkung unter, dass ein Strahlenbüschel in ein System von 
i’arallelen übergeht, sobald eine Spitze {Q') in’s Unendliche 
fortrückt. 

Steht zweitens die Gerade GQ senkrecht auf der Grund- 
linie FG, so ist dies auch mit dem Projectionsstrahle CQ' der 
Fall, derselbe wird dann einerlei mit der Senkrechten CA mid 
mithin fallt Q' mit A zusammen, d. h.; Die perspect irischen 
Abbildungen aller Senkrechten auf der Grundlinie 
vereinigen sich im Augenpunkte. 

Ist drittens der Winkel zwischen FG und GQ ein halber 
rechter, so kommt in dem rechtwinkligen Dreiecke ACQ' der- 
selbe Winkel vor, das genannte Dreieck ist daher gleichschenklig- 
rechtwinklig, nämlich AQ’ = AC. Der hiermit bestimmte 
Punkt Q', welcher vom Augenpunkte um die Distanz entfernt 
auf dem Horizonte liegt, heisst der Distanzpunkt; mittelst 
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dieser Benennung kann man das erhaltene Kesultat in den Satz 
zusammenfassen: Die perspectivischen Abbildungen 

aller unter einem halben rechten Winkel gegen 
die Grundlinie geneigten Geraden vereinigen sich 
ini Distanzpunkte. 

Mittelst der Bemerkung, dass jeder Punkt der Grundebene 
als Durchschnitt zweier Geraden gelten kann, deren eine unter 
einem ganzen und deren andere unter einem halben rechten 
Winkel gegen die Grundlinie geneigt ist, lässt sich aus dem 
Vorigen ein sehr einfaches Verfahren zur Projection eines be- 
liebigen Punktes der Grundebene herleiten. Wir denken uns 
zunächst die Grundebene um die Grundlinie gedreht, bis sie mit 
der Bildebene zusammenfallt, und nehmen diese Ebene zur Ebene 
der Zeichnung; in ihr liegt oberhalb der horizontalen Grund- 
Fig. H)9. linie P’G der Horizont 

„ j r- „ Augenpunkt A 

JS jl A 

“7 7 .''=' Distanzpunkte D, 

unterhalb der Grundlinie 

die Grundebene, worin P 

der gegebene und zu pro- 

^ jicirende Punkt sein möge. 

Lassen wir von P auf FG 
eine Senkrechte herab, deren 
Fusspunkt L heisse, so ist 
LA die perspectivische Projection der unendlich lang gedachten 
Geraden LP; nehmen wir ferner LM = LP, so ist MD die 
Abbildung der unendlich lang gedachten Geraden MP, welche 
mit der Grundlinie einen halben rechten Winkel einschliesst; 
der Durchschnitt von LA und MD muss um die gesuchte Pro- 
jection des Durchschnittes von LP und MP, d. h. des Punktes 
P, sein. Selbstverständlich kann man die Distanz auch nach 
der entgegengesetzten Seite nach AE auftragen, wenn man ent- 
sprechend den = LP zu nehmenden Abschnitt auf die entgegen- 
gesetzte Seite nach LN legt; diese Bemerkung ist namentlich 
in den Fällen nicht überflüssig, wo auf der einen Seite der 
Zeichnung der Raum beschränkter als auf der anderen ist. 

Mittelst der angegebenen Construction hat es keine Schwierig- 
keit, jedes beliebige System von Punkten der Grundebene, d. h. 
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jede in letzterer gegebene Figur, perspectivisch abzubilden, in- 
dem man das erwähnte Verfahren auf alle einzelnen Punkte der 
Figur anwendet. 


§ 73. 

Die Projectionen räumlicher Gebilde. 

Wenn es darauf ankommt, die Projection eines über oder 
unter der Grundebene liegenden Punktes P zu finden, so kann 
man sich durch diesen Punkt eine Hilfsebene parallel zur Grand- 
ebene gelegt denken und die Aufgabe dadurch auf die vorige 
zurückzuführen, dass man die Hilfsebene als neue Grundebene 
ansieht. Letztere schneidet die 
Bildebene in der zu FG parallelen 
neuen Grundlinie FiGi, deren Ab- 
stand von FG gleich der Ent- 
fernung des Punktes P von der 
ursprünglichen Grundebene ist. 

Diese Entfernung bestimmt sich 
durch die Lage des Punktes P 
und wird in der Zeichnung auf die 
Weise angegeben, dass man die 
Grundebene und Bildebene zugleich 
als horizontale und verticale Ebene 
für die orthogonalen Projectionen 
von P benutzt; ist nämlich P' die Horizontal-, P' die Vertical- 
projection des Punktes P und M der Punkt, in welchem die 
anfängliche Grundlinie FG von der Ebene FPP” geschnitten 
wird, so ist F'M gleich der Entfernung des Punktes P von der 
Grandebene, und es findet sich jetzt die perspectivische Projection 
von P auf dieselbe Weise, wie früher die perspectivische Pro- 
jection P', indem man die neue Grundlinie durch P" legt. Die 
Construction selbst wird aus der nächsten Figur hinreichend er- 
hellen. 

Nicht überflüssig ist die Bemerkung, dass die perspectivische 
Projection einer verticalen Geraden, wie z. B. PP, wiederum 
vertical stehen muss (weil sie der Durchschnitt zweier verticalen 
Ebenen ist), und dass folglich die perspectivische Projection von 
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P vertical über oder unter der perspectivischen Projection von 
P' liegen muss. Dieser Bemerkung zufolge kann man sich die 
Fig. 171. Constructiou der neuen GrunBinie 

I\ Gl ersparen ; man bestimmt näm- 
lich zunächst die perspectivische Ab- 
bildung 2^' von der Horizontalprojec- 
tion P' des Punktes P, legt durch 
p' eine Verticale und schneidet diese 
mittelst der Geraden P”A, welche 
von der Verticalprojection P" nach 
dem Augenpunkte Ä gezogen ist. 
Hieraus folgt von selbst ein ganz allgemeines Verfahren zur 
perspectivischen Darstellung eines beliebigen Punktesystemes, 
d. h. irgend einer Eaumgestalt in irgend einer Lage; man ent- 
wickelt nämlich vorerst (nöthigenfalls unter Zuziehung von § 7 1) 
die beiden orthogonalen Projectionen des gegebenen Objectes, 
die zur Abkürzung Grundriss und Aufriss heissen mögen; man 
constniirt ferner nach § 72 die perspectivische Abbildung des 
Grundrisses und trägt die dem Aufrisse entnommenen Höhen auf 
die nämliche Weise perspectivisch ein, wie es vorhin mit der 
Höhe P'P = MP" geschah. 

Man besitzt nunmehr auch die Mittel, um alle in Cap. X. 
entwickelten descriptiven Auflösungen geometrischer Aufgaben 
perspectivisch darzustellen; wählt man nämlich die Ebene der 
Horizontalprojection zur Grundebene und die Ebene der Verti- 
calprojection zur Bildebene, so kann man aus den Projectionen 
P' und P" jedes Punktes die perspectivische Abbildung p ganz 
wie vorhin ableiten. Es ist dies eine sehr zu empfehlende 
üebung. 

§ 74. 

Wahl der Distanz; Modificationen des 
allgemeinen Verfahrens. 

Zufolge ihrer Entstehungsweise ist jede perspectivische Pro- 
jection nur für einen bestimmten Standpunkt des Beschauei-s 
richtig und darf daher, wenn sie nicht als blosse geometrische 
Figur, sondern als eigentliches Bild gelten soll, auch nur von 
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dieser bestimmten Stelle aus betrachtet werden. Dieser Ort des 
Auges bestimmt sich dadurch, dass man auf der Bildebene im 
Augenpunkte eine Normale enichtet und deren Länge gleich 
der Distanz nimmt. Hierbei entsteht von selbst die Frage, ob 
es auch möglich sein wird, von dem so bestimmten Standpunkte 
aus das Bild deutlich und ohne Zwang zu übersehen; obschon 
diese Fiage bereits in das Gebiet der Physik hinübergreift, so 
bedarf sie doch hier der Erledigung, weil jeder Zeichner wün- 
schen muss, dass seine Darstellungen mit einem Blicke deutlich 
übersehen werden können. 

Nach sicheren Erfahrungen wird der Raum, welchen ein 
gesundes Auge ohne Mühe zu überblicken vermag, von einer 
Kegelfläche begränzt, deren Seite mit der Achse {CA) einen 
Winkel von ungefähr 26" bildet; die auf der Augenachse senk- 
rechte Bildebene schneidet jene Kegelfläche in einem Kreise, 
dem sogenannten Gesichtskreise, und es findet zwischen 
der Distanz und dem Halbmesser AB , des Gesichtskreises die 
Beziehung 

A Ti 

= tanACB = = 0,4877... 
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statt; runden wir den Deciraalbruch zu 0,5 ab, so folgt AB 
= ^ AC oder AC = 2 AB, und hiernach bestimmt sich ent- 
weder der Gesichtskreis aus der Distanz Fig. 172. 

oder diese aus jenem. Gewöhnlicher ist 
der zweite Fall, weil man sich in der 
Regel von vornherein für eine bestimmte 
Grösse der Zeichnung entschieden, ebenso 
einen bestimmten Augenpunkt festgestellt 
hat und folglich nur noch die Distanz so 
zu bestimmen ist, dass das ganze Bild 
deutlich und ohne Zwang übersehen werden kann, 
z. B. das Rechteck FGHJ die Begränzung des Bildes und A 
der Augenpunkt, so muss das genannte Rechteck als ein Theil 
des Gesichtskreises angesehen werden, und man findet letzteren, 
wenn man aus A mit dem Abstande des A von der entferntesten 
Ecke des Rechtecks, also in der Figur mit AJ einen Kreis 
beschreibt; die Distanz AT) beträgt jetzt das Doppelte 
von AJ. 


Wäre nun 
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Wenn man den Distanzpunkt auf die angegebene Weise 
bestimmt, so ist man zwar sicher, Darstellungen von malerischer 


Fig. 173. 


Wirkung zu erhalten, man 
hat aber bei der Construc- 
tion mit dem lästigen 
Uebelstande zu kämpfen, 
g dass der Distanzpunkt 
=“• immer etwas entfernt 
liegt und häufig über die 
Gränzen der Zeichnung 
hinausfalleu wird. Dies 
erfordert einige Modifi- 
cationen des Verfahrens, 
wonach der Grundriss 
eines Körpers perapec- 
tivisch projicirt wird ; für das Einträgen der Höhen ist nach der 
zweiten vorhin erwähnten Methode der Distanzpunkt nicht noth- 
wendig, also auch in dieser Beziehung nichts zu ändern. 



Fig. 174. 
A 
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a. Legen wir durch die perspectivische Projection P' eines 
der Grundebene ungehörigen Punktes P eine willkührliche Ge- 
rade, welche den Horizont 
g zwischen A und D in K 
' und die Grundlinie zwischen 

L und üf in S schneidet, 
so entstehen zwei ähnliche 

Dreiecke P'SL und P' EA ; 

ferner sind die Dreiecke 
P'3IL und P'DA ähnlich, 
und aus beiden Bemerkun- 

. ^ V 

gen zusammen folgt 
AK:AD = LSiLM = LS.LP. 

Wenn demnach AK ein bestimmter aliquoter Theil von 
AI> ist, so macht LS einen eben solchen aliquoten Theil von 
L31 — LP aus, d. h., man findet den Punkt P" auch dadurch, 

dass man LS = — LP, entsprechend AK = AI) nimmt, 

m m 

wo m eine beliebige Zahl bedeutet, und SK statt 3IB zieht. 
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Sehr gewöhnlich ist es, »i = 2 zu nehmen, d. li. mit halber 
Distanz zu zeichnen. Obsclion dieses Verfahren bei nur wenigen 
Punkten mit Vortheil benutzt werden kann, so wird es doch 
sehr zeitraubend, wenn eine grosse Menge von Punkten projicirt 
werden soll; man thut dann besser, den Gebrauch des Distauz- 
punktes ganz aufzugeben und sich der folgenden Methode zu be- 
dienen. 

h. Nach der vorhin erwähnten Bestimmung des Distanz- 
punktes ist ADi = ADi = AJ = ^AD\ über FG als 
Grumllinie construiren wir das Quadrat FGKL, ziehen nach 
dem Augenpunkte A die Geraden FA, GA und durchschneiden 
sie in K' und L' mittelst zweier Geraden, welche von Di und 
Di nach dem Mittelpunkte F der Grundlinie FG gezogen sind. 
Da GE — { GF, d. h. GE = I GK, und gleichzeitig ADi 
= ^AD ist, so muss K' die perspectivische Projection von K 
und überhaupt das Trapez FGK'L' die Abbildung des Quadrates 
FGKL sein. Zieht man noch die Gerade FK', so ist diese die 
perspective Abbildung von FK, und es würde bei hinreichender 
Verlängerung FK' durch den Distanzpunkt D gehen, welcher 
aber nicht weiter in Frage kommt. 

Aus dieser einen Distanzlinie FK', 
die durch Anwendung der halben 
Distanz (wie in a.) erhalten wurde, 
lässt sich jede andere Distanzlinie 
hnrleiten. Um dies nachzuweisen, 
legen wir durch die perspectivische 
Projection P' eines Punktes P der 
Grundebene eine horizontale Ge- 
rade bis zum Durchschnitte mit der bekannten Disbmzlinic 
FD und ziehen AQ' bis zum Durchschnitte P mit der Grund- 
linie FG. Die Gerade P'(^' ist die perspectivische Projection 
einer Geraden P(^> || FG, ebenso die Projection dos Punktes 
Q, welcher einerseits auf jener Parallelen P^, andererseits auf 
der Geraden FQ liegt, die mit FG einen halben rechten Win- 
kel einschliesst ; endlich ist Ai^'R die Projection einer in P 
senki'echt auf der Grundlinie stehenden Geraden py. In dem 
gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecke PP§ hat man aber 

Bchlömilch, Geometrie 11. 3. Auflage. 18 
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FB, = BQ, ferner BQ = LP, und es ergiebt sich daraus 
folgende Construction : Iton fälle wie früher von P die Senk- 
rechte PL auf die Grundlinie und ziehe LA, nehme dagegen 
I'B = LP, durchschneide die Distanzlinie FD mittelst der 
Geraden BA in Q' und lege durch Q' eine Horizontale, welche 
auf LA die gesuchte Projection P' von P bestimmt. Dieses 
Verfahren ist von sehr bequemer Anwendung, sobald man sich 
auf die vorhin envähnte Weise eine Distanzlinie FD ver- 
schafft hat. 




Verlag von J. Bacinelster in Eisenach: 

fit. YÖtl C0)tti’s 

ottbik:-ta:]b^ct.IjKN. 

Vollständige Cubik-Tabelleu 
zur leicliten und schnellen Inhaltsbestimmung der gefällten 
unbeschlageuen Baumstämme 
von 1 bis 100 Centimetern mittleren Durchmessers und 
1 „ 2000 „ = 20 Metern Länge. 

Nebst Erklärung: 

des Metersyateins, der Lehre von den Decinialbrüchen, der 
Ausziehung der Quadrat- und C uhi kwurzeln, 
sowie der unentbehrlichsten geometrischen und stcreometrischen 

Formeln etc. 

Preis geh. 8 Sgr. 

Die 

Greometrie der Volksschule. 

Anleitung 

zur 

Ertheilung des geometrischen Unterrichts 

in 

Stadt- und Land.schulen, 
durchweg auf das Princip der Anschauung gegründet 

and 

mit besonderer Eficksicht auf angehende Lehrer bearbeitet. 

Von 

A. Pickel, 

Seminarlehrer in Eisenach. 

Hit 151 in den Text eingedruckten Figuren. 

Preis 12 Sgr. 


Handbuch 

der 

Aufgaben nnd Formeln 
aus der 

technischen Geometrie und Stereometrie 

nach dem 

metrischen Maasse und Gewichte. 

Für 

höhere Schulen und den Selbstunterricht 
heran sgegeben 

von 

H. von Cotta. 

Mit in den Text eingedruckten Holzschnitten. 

Preifl ca. 1 Thlr. 

(Erscheint im Laufe des Jahres 1873.) 


Digiiized by Google 



Vollständige 

LSsuiigon der Aufgaben 

des 

Handbuches der Aufgaben und Formeln 

ans der 

tecimischen Geometrie und Stereometrie 

* • von 

H. von Cotta. 

Preis ca. 15 Sgr. t 

(ßrHCheiiit ini Laufe de« Jahren 1873.) 

Die cyclischen Curven, 

methodisch und mit besonderer Rücksicht auf Constractionen, 
zum Gebrauche für Toclmiker, sowie als üebungsbeispiele für 
angehende Mathematiker behandelt. 

Von 

l)r. Herrn. Weissenborn. 

^ Mit uieboR Figureritafeln. 

Preis 1 Thlr. 15 Sgr. 

Lebensbeschreibung 


des 



auf Klrstllngswalde 


und 

Wüi’dij^uiig seiner Verdienste! 

^ von 

Dr. Herrn. Weissenborn. 

Mit drei Figurontafeln. 

Preis 20 Sgr. , 

T)er 

g^eometrische Anschauungsunterricht. 

Ein Lehr- und Aufgabenbuch 
zum Gebrauche 

für Lehrer und Schüler der unteren Klassen höherer 
Sehulanstalten und der oberen Klassen von Mittel- 
uiul Bürgerschulen 
in neuer nictliodischcr Weise bearbeitet. 

Nebst einem Anhänge 

über das Wichtigste au.s der niatbcniatiscli-astronüiuisclicii Goograidiio. 

Mit iu don oiugedruckUn Holzschnittou. 

Von 

.A.. LOHE 'Sr, 

Uit'octor in Gera. 


Preis 1 Tblr. 





Digitized by Google 



